2, EL ATOMO DE HIDROGENO

2 — 1. Dificultades de la teoria de Bohr so-
bre el &tomo de hidrogeno

La teoria de Bohr sobre el 4tomo de hidréogeno
si bien fue un avance, no constituy6 una base sa-
tisfactoria para explicar el comportamiento de
atomos mas complejos. Ademas la introduccion
ad hoc de dos postulados segin los cuales el
electron moviéndose en una Orbita permitida no
radia energia y que al saltar de un nivel a otro ab-
sorbe o libera cuantos de energia, no encontraba
asidero dentro de la mecanica clasica. Se logrd
mucho mas éxito aplicando la mecanica cuantica.

2 - 2. La ecuaciéon de onda para e movi-
miento interno en un atomo de hidr 6geno

El atomo de hidrogeno puede asimilarse a un
rotor rigido constituido por un proton y un
electron. Como la masa del electrén es mucho
menor que la del protén, la masa reducida dada
por la (1 - 43) es practicamente igual a la masa del
electron. La energia potencial del electron a una
distancia r del nucleo surge Uinicamente de atrac-
cion couldombica y es

ze’
Ang, v

U=- @2-1)

donde Z es la carga del ntcleo y - e la del
electrén, g es la permisividad del vacio y r es la
distancia del electron al nucleo. La energia es in-
dependiente de la orientacion de manera que se
tiene un campo simétrico o campo central. El cen-
tro de gravedad del 4&tomo coincide practicamente
con el centro del nucleo.

La funcién de Hamilton del sistema incluye
los componentes de momento a lo largo de los
tres ejes, y es

2

1
H="-Ap>+p’+p’)- 2-2
Zu(px P2+ p2) po 2-2)

y, de acuerdo con la Tabla 1 — 1, el operador
hamiltoniano se puede escribir

ze?
4 r

o
81’

(2-3)

Debe encontrarse la funcion de onda ¥ que
cumpla con la ecuacion

Como el electron no cae sobre el ntcleo ni se se-
para del mismo podemos suponer que es aplicable
la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo

ze?
Ane

2
LR ¥=EY (2-4)
8n°n

Dado que este sistema tiene simetria esférica
es mas conveniente emplear coordenadas polares
esféricas. Cuando el operador laplaciano V* se
transforma a coordenadas polares, la ecuacion de
Schrédinger adopta la forma
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Esta ecuacion con diferenciales parciales puede 1d( ,dR) 8rn’u ze’ ),
expresarse como el producto de tres ecuaciones S |7 |tz | E ro=
) . ., R dr or h 4ne yr
diferenciales comunes, cada una de ellas funcion
de una sola variable. Para ello se escribe la fun- _om? 1 1d dae
cion de onda ¥, que es una funciéon de r, T sen%9 <=enf © do do
0y ¢ como el producto de tres funciones R(r),
O(0) y ©(9) (2-9)

¥(r, 0, ¢)=R(r) ©(6) ©(¢) (2-6)

Al sustituir esta expresion en la ecuacion (2 -
5) y dividir por R ® @ se obtiene

1df,dR), 1 df_  do),
Lapedry, 1 df 9P
PR\ o) r*(send)@ do dé
2 2
PR S LA L 2¢ ) o
r'sen'@ @ dg h Angyr
2-7)

donde se han reemplazado las derivadas parciales
por derivadas comunes ya que cada funcién de-
pende ahora de una sola variable.

El tercer término de esta ecuacion contiene

1d°0
® dp’

Este es el tnico término en el cual aparecen 8y ¢.
Como las tres coordenadas polares son indepen-
dientes entre si, este término debe ser constante y
se expresa como

1d® _
@ dp>

2

—-m?  (Ecuacion @) 2-8)

y el nimero m; se llama nimero cuantico magné-
tico. Sustituyendo la (2 - 8) en la (2 - 7) y luego
multiplicando por r* y reordenando, se obtiene

Mientras que el primer miembro de la (2 - 7)
incluye Ry r pero no ® y 4, el segundo miembro
incluye ® y @ pero no Ry r. Por lo tanto, ambos
miembros tienen que ser iguales a una constante

de separacion que se expresa como /(/+1). La

constante ¢ recibe el nombre de nUmero cuantico
azimutal.

Igualando el primer miembro de la (2 - 9) a
£(¢+1) se obtiene la ecuacion radial o ecuacion R

1d dR) 8r?
—— |2+ R e
R dr dr h

(Ecuacion R)

ze?
4neg g

}»2 =(r+1)

2 - 10)

De manera parecida, reordenando el segundo
miembro de la (2 - 9) se obtiene la ecuacion angular
0 ecuacion ©.

2
11 4d sened—® - mg +/(r+1)=0
® send do do 0
(Ecuacion ©) 2-11)

De esta manera, la ecuacion de Schrodinger se
ha dividido en tres ecuaciones cada una de las
cuales es funcion de una unica variable. Estas
ecuaciones son ecuaciones diferenciales y deben
resolverse. En primer lugar se resuelve la ecua-
cion @ para obtener los valores permitidos de m,.
Después se utilizaran éstos para resolver la ecua-
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cion O lo que permitira encontrar los valores
permitidos del niimero cudntico azimutal. Por
ultimo se utilizaran los valores de / para resolver
la ecuacion R

La solucion de la ecuacion (2 - 8) es del tipo

® = Ae™? (2-12)

Siendo A es una constante de normalizacion.
La funcion @ debe tener el mismo valor en ¢ = 0,
¢ = 2w, ¢ = 4m, ..., porque estos angulos corres-
ponden a la misma posicion, por ello se requiere
que

m,=0,£1,+2 £3,. 2-13)

Los valores positivos y negativos se relacio-
nan con soluciones distintas. La cantidad m, se ha
transformado asi en un nimero cuantico debido a
las restricciones del sistema (¢ tiene que tomar
solo determinados valores) y no de manera arbi-
traria.

El valor de la constante de normalizacion A se
encuentra aplicando la condicién de normaliza-
cion que hace a la integral del producto de la fun-
cion por su complejo conjugado igual a 1.

2m 2m )
O, @; dp= A’ I eMe ™y = A’2n =1
0

0

2-14)
Por lo tanto
1
A=—
\N2n
y la solucion de la ecuacion @ es
=1 gmd (2-15)

Jor

Noétese que cuando m, = 0 el valor de @y es

pero, para otros valores de m, las soluciones in-
cluyen exponentes imaginarios. Para evitar esto se
emplea una combinacion lineal de las funciones
@, =@, ya que las combinaciones lineales de

funciones propias de un operador son también
funciones propias de ese operador y, por lo tanto,
también son soluciones de las ecuaciones de onda
que las describen. Por ejemplo:

_ 1

Para ml - 1, q)l = ,—2n e (2 _ 16)
_ 1

Para m, = -1 cD—l = \/% e (2 _ 17)

Sumando estas dos ecuaciones y dividiendo el

resultado por V2 se obtiene una nueva ecuacién
que se indica con @

+e““’)=%s¢

(2 - 18)

Q, = i(cpl +®_ )=

"2

Este orbital se designa con @ ya que cos ¢ tiene
su valor maximo cuando ¢ = 0, lo cual correspon-
de al eje X (Figura 1 - 11).

De manera analoga se puede tomar la diferen-
cia ®; - ®_; y dividirla por \/E

D, = L(q)l _q)_l)z i(ew _ e—i¢)= isen¢

2 2n NES

(2-19)

Como, en general, interesan las densidades de
probabilidades ® ®*, se suele no incluir la i en
esta expresion ya que se elimina cuando se toma
la conjugada compleja. Eso hace que se la suela
escribir
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o, - 2N¢

b

(2 - 20)

El valor de esta funcién es maximo cuando ¢
=m /2 o seaa lo largo del eje y.

En la tabla de la Figura 2 - 1 se dan las solu-
ciones de la ecuacién @

Valor Solucion en Forma real
de m, forma compleja
0 - o = 1
° Won
1 1 1 1 (. : cos¢
O, =—¢e" O, =— (P, +,)=——(e"+e™") =
1 \/% \/ﬂ( 1 1) \/ﬂ( ) \/;
-1 1 1 1 ¢, . isen ¢
O, =—€eY & ="(0-0,)=——|"-€") =
= m ] S letet) =T
2 1 . 1 Cos2¢
O,=—€e* @&, =——(0,+P,)—F—
2 \/ﬂ x%-y \/ﬂ( 2 2) \/;
-2 1 1 sen 2
D ,=——€" O, =——0,-D_
S R e

Figura 2 - 1. Soluciones de la ecuacion ®

2 —3. Solucién dela ecuacion ®

La solucion de la ecuacion © es bastante com-
plicada desde el punto de vista matematico de
modo que solo la describiremos brevemente insis-
tiendo en los principales resultados. Recordemos
que esta ecuacion es

2
seng % |- mg +/(r+1)=0
dé) sen‘@

2-11)

11 d
® senf do

Para resolverla se introduce una transformacion
haciendo
P(w)=0

W = cosé (2-21)

y se obtiene
2

d d
(1— Wz)dWZ P,(w)- 2Wd—WP[ (w)+

+ {ﬁ(ﬁ +1)- (S#ﬂpf (w)=0

(2-22)

Cuando m, vale cero, esta ecuacion es la ecua-
cion de Legendre. Las soluciones de la ecuacion

de Legendre s6lo son posibles cuando ¢ vale cero
o tiene valores enteros positivos. Estas soluciones

se denominan polinomios de Legendre de grado /.

Profesor: Dr. Miguel Katz
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Cuando m, es distinto de cero, solo puede
haber solucion si m, tiene alguno de los valores

enteros =1, £2, .., = /. Por lo tanto, sus valores
estan acotados a

-4,-¢ +1, -4 +2,..,0,1, ..., 4

En este caso las soluciones se denominan funcio-
nes asociadas de Legendre.

En sintesis:

¢ so6lo puede valer cero o tener un valor ente-
ro positivo y los valores de m, dependen del valor
de /

£=0,1,2,..
m=£4-¢+1 -¢+2,..,0,1, ..,/
La solucion de la ecuacion ® impone un limite

inferior a los valores de /. El limite superior lo da
la solucion de la ecuacion R.

4 m, Funcion

0 0 o, =g

1 0 0, =£cos¢9

1 +1, -1 0. - ﬁsene

? ’ 0, =@(3c030—1)
? o 0, =§senacosa
2 +2,-2 o, - %senze

Figura 2 - 2. Soluciones de la ecuacion ®

En la tabla de la Figura 2 - 2 se dan las solu-
ciones de la ecuacion O para los valores de / de 0,

1 y 2 y los valores permitidos de m, correspon-
dientes. Como las funciones de seno y coseno
pueden tener valores positivos y negativos, hay
regiones positivas y negativas en las funciones de
onda. Las funciones de onda de la Figura 2 - 2 son
ortogonales entre si (como se requiere para fun-
ciones propias de un operador hermitico) y se han
normalizado.

2-4. Soluciéon dela ecuacion R

Recordemos que la ecuacion Res

1d drR 2 ze?
=—| = +8ﬂZu E 4+ w2 =0(0+1)
R dr dr h 4ngr

@ - 10)

Multiplicando ambos miembros por R/r* e igua-
lando a cero, esta ecuacion se puede escribir

1 R 2 ze? 1
—21 rzd— + 8n2u E+- 25 _g(g.,. ) R=0
r?dr dr h

Arg, f r
Esta ecuacion es aplicable no sélo para el atomo
de hidrégeno sino para cualquier sistema de dos
particulas cuya interacciéon pueda expresarse me-
diante una energia potencial del mismo tipo, co-
mo ser iones hidrogenoides o los nucleos de una
molécula biatdmica.

Q- 15)

En el caso en que la energia tenga un valor nega-
tivo, es decir, la energia total es insuficiente para
ionizar el 4&tomo, conviene introducir las siguien-
tes relaciones:

o 8n’uE _ An’g uZ€’
n? n*o

y una nueva variable independiente

p=2ar
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Sustituyendo estas expresiones en la (2 — 15) se
obtiene

izg[pzd_sH_L&_f(f_;l)}S:o
p-dp dp 4 p p

(2-16)
con 0 < p <o ydonde Sp)=R(r).

Cuando p es muy grande, la ecuacion se
aproxima a

d’s

5 1S=O
dp” 4

cuyas soluciones son

+2 e
2

S=e y

De estas dos soluciones, solo la segunda tiene
sentido fisico, ya que cuando p — o, S— 0.

A partir de esta solucion debe encararse la reso-
lucién de la (2 — 16). Suponiendo que la (2 — 16)

tiene la forma

p

S(p)=e F(p) 2-17)

Se encuentra que la (2 — 16) se satisface si

d’F {g_ljd_m[&_w_i}p ~0

2

dp*> \p Jdp [p pP* p
0
d2F dF
p* 7+ (=Pl —+[(A-Lp— (e +1)pF =0
p dp

(2-18)
En este resultado, se puede sustituir F(p) por

F(p)=p°L(p) 2-19)

donde L(p) es una serie de potencias de p que
comienzando con un término constante no nulo.

Le)=Dap’ 2,0 (2-20)
d_F= s—lL+ sd_L
dp dp
y
d?F d. .diL
=9s(s—-1)p L +25p" —+p°
o~ s(s-1)p P P

Reemplazando estas derivadas en la (2 — 18)

s+2 d2|—

P

+ 23ps+1d—L+ s(s-1)p°L
dp

s+1

+2p Ol—L+ 2sp°L
dp

2-21)
_ ps+23_|-_ Sps+1|_
p

+(A-2)pL—2(£+1)p°L=0

Dado que F(p)= pSL(p) y L comienza con a, el
coeficiente de ap debe ser la suma de todos los
coeficientes de p°L, es decir

[s(s-1)+2s-2(¢+1)]a,

Pero como ay # 0, la expresion entre corchetes
debe ser 0 a fin que se satisfaga la (2- 21)

A(s+1)-¢(¢+1)=0
que se cumple si

s=f o s=—(¢+1)=0

Cuando se reemplaza S por — (/+1) en la (2 — 19)
se calculan las derivadas y se reemplazan en la (2
— 18), no se obtiene una funcion de onda acepta-
ble, por lo que se aceptas=(y

F(p)=p’L(p)

(2 -22)

Profesor: Dr. Miguel Katz
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Reemplazando S por 7 en la (2 — 21) y dividiendo
por p'™!, se obtiene

2
d I,;+[2(£+1)—p]d—|'+(}»—£—1)L=0 (2-23)
dp dp

p

Cuando se explicita L como serie (2 -20) se obtie-
ne una ecuacion con potencias de p cuyos coefi-
cientes sucesivos deben cumplir las condiciones

(A—¢-1)a,+2(¢+1)a, =0

(A—t-1-1)a, +[2x2(¢+1)+1x2]a, =0
(A—¢-1-2)a,+[3x2(¢+1)+2x3]a, =0
(A—¢-1-3)a, +[4x2(¢+1)+3x4]a, =0

0, para el coeficiente de p”

(A—t-1-v)a, +[2(v+1)¢+1)+v(v+1)a,, =0
(2-24)

Si esta serie tendiese a infinito, la funcion de onda
Sp) no seria aceptable ya que tendria un compor-
tamiento similar a la expansion de €'. Para que
sea finita, la serie debe anularse en algun término.
La condicidn para que la serie se anule en algun
término p" es que se cumpla
A—£-1-Nn=0 o A=n n=n+/+1

N’ se llama ndmero cuantico radial y n se llama
namero cuantico total. De acuerdo con la forma

de los coeficientes de los términos de la serie, se
vequen =0,1,2,3, ...

De esta manera se encuentra que la ecuacion ra-
dial es

R(r)=e ?p‘L(p) (2-25)

donde L(p) estd definida por la féormula de recu-
rrencia (2 — 24) con A =n.

La resolucion de la (2 — 23) se logra a partir de
la ecuacion de Laguerre

xd2d+(2x)+(l— x)¥+ ny(x)= 0

que expresada mediante la formula de Rodrigues
es

L()=Z L (xer)

! dx”

A partir de la formula de Rodrigues se obtie-
nen las funciones asociadas de Laguerre

s d®
HOR

L,(x)
Estas funciones satisfacen la ecuacion

2ys S
de—"Z(X)+[s+l— x]dL”—(X)+(n—
dx dx

Haciendo s= (/+1)

d?L(x)
dx?

dL(x)

+le+ 1)+ Q- = 2-27)
+[n-(r+1)JL(x)=0

X

Ecuacion similar a la (2 — 23)

Las unicas soluciones de la ecuacion (2 - 27)
son aquellas para las cuales el coeficiente de L es
Cero o un nimero entero positivo.

n—(£+1)>0 (2 - 28)

n se llama namero cuéntico principal o total .

Ademas, en la Seccion anterior hemos dicho
que las soluciones de la ecuacion de Legendre
solo son posibles cuando ¢ vale cero o tiene valo-
res enteros positivos. Por consiguiente:

0< /¢ <n-1 (2-29)
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Tenemos asi las condiciones de cuantizacion

n=123, ..
£=0,1,2,..,n-1
m,=-¢,-£+1,..,0,.. £

En el Apéndice A, al final de este capitulo, se
demuestra que la energia del atomo de hidrogeno
o de los 4tomos hidrogenoides viene dada por

1
ny

1

—J 2 - 30)

n;

E=RH£

En la tabla de la Figura 2 - 3 se dan las solu-
ciones de la ecuacion R para valoresden 1,2y 3

n / Funcion
1 0 3/2
Ry = 2[%} e /%
2 0 3/2
R :i E Z—E e &/%%
20 2\/5 a, a,
2 1 3/2
R. = 1 E Ee—Zr/Za(J
275 /6 a, a,
300 1 (zY'( . 4zr 42%%) _4ie
Ro=—7=| - 2 (€
CNELEN a, 9,
3 1 3/2
_ 1 E 227" ZZV —27r / 3a,
R,=—+ 4— —e
96\ & 38, ) 33,
3 2 3/2
R. = 1 E & e—Zr/Sa0
32 9@ a, 38.0

Figura 2 - 3. Soluciones de la ecuacién R

2-5. Lasfuncionesde onda completasparad
atomo de hidr6geno

Las funciones de onda completas se conocen
también como orbitales y se obtienen multipli-
cando las ecuaciones adecuadas ® ®y R. Como
estas son soluciones de la ecuacion de Schrodin-
ger para el atomo de hidrégeno (o dtomos hidro-
genoides) se puede definir orbital como una solu-
cion de la ecuacion de Schrodinger para este tipo

de atomos. Fuera de ese contexto, la nocidén de
orbitales es aproximada.

Supongamos que queremos obtener la funcion
de onda completa para el electron de un atomo de
hidrégeno parael cualn=3, /=1y m, =0 (or-
bital 3p). Para ello basta multiplicar la funcion
radial para n =3 de la tabla 2 -3 (Rs;) por la fun-
cion®paral=1ym,=0delatabla2 -2 (®)y

Profesor: Dr. Miguel Katz
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después por la funcion @ para m, = 0 de la tabla
2 -1 (D), la expresion final es

Se pueden obtener otras dos soluciones acep-
tables para los orbitales 3p efectuando los produc-
tos R31011®Py 0 R3101.1®y. Estos productos dan
orbitales idénticos al descripto exceptuando la

3/2
\P‘m:; z G—E Ee—z” %% cog@  orientacion.
27/2r \ & 3 ) 8
n ¢ |m, Funcion
1 010 3
1(1Y
\Ploozﬁ(g} CRE (\Pls)
2 010 3
M S 1 (P (w,.)
=" 42n\a) T i
2 1 0 3/2
1 1
T210=M[g) —e""?cos0 (¥, )
2 1 |[+1 H
1 1
W = 4@(%} Le_”zaf)sene cos¢ (TZDX)
2 1 |-1 3
1 1 r ./
Y, . = — | —e""™senfsend (¥
21-1 4\/%(30] ao ¢ ( P)
R SR S 2 PSR A LZe‘*”""O(\P)
300 81@ a, aq aq 3s

Figura 2 - 4. Funciones de onda completas para el &tomo de hidrogeno.

En la tabla de la Figura 2 - 4 se dan las fun-
ciones de onda completas para el atomo de hidro-
geno para algunos valores de n

La solucion matematica de la ecuacion de
Schrdédinger para el 4tomo de hidrogeno y dtomos
hidrogenoides muestra que hay tres numeros
cuanticos orbitales, n, / y m, que estan vinculados
entre si. Se ha introducido una notacion especial
para designar a esos nimeros cuanticos y a los
orbitales a los cuales corresponden.

Primero se indica el numero cuantico principal
n seguido por una letra que indica el nimero

cuantico /. Esas letras son

d
2

f
3

h [
5 6

Letra s
¢ 0

Y g
1 4

De las tres ecuaciones que forman la funcién
de onda solo la ecuacion R tiene explicita la
energia. Por lo tanto el calculo de la energia del
electron en el 4tomo de hidrogeno depende uni-
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camente de la solucion de Ry no de las solucio-
nes de las ecuaciones ® y ®@. En otras palabras, la
energia depende solo del nimero cuantico princi-
pal n(que proviene de la ecuacion R) y no de /7 o

de m,. Esto sdlo ocurre en e caso del 4tomo de
hidrégeno y en los &tomos hidrogenoi des.

Las energias se pueden obtener sustituyendo
las diversas soluciones para R mencionadas en la
tabla de la Figura 2 - 3. Al hacer esto, las energias
permitidas se obtienen mediante la expresion:

2,2
e =_Ze iz
8reya, N

n

2-31)

Esta es exactamente la misma expresion que se
obtiene seglin la teoria de Bohr. El radio de Bohr
ay viene dado por

2
_ 12 47!38071 (2 - 32)
m,e*

=5,292x10™"m

e

Reemplazando este valor en la (2 - 31) se en-
cuentra que para n=1 E, - = - 13,60 eV que co-
rresponde con el valor experimental de la energia
de ionizacion del hidrégeno.

Para n= 2, / puede tomar valores 0 y 1. Como
la energia viene dada unicamente por el valor de n
los orbitales dados por las funciones de onda
W00, Wau1, W10 y Wai1 tendran la misma energ-
ia, es decir para el hidrogeno y los 4tomos hidro-
genoides E;, presenta una cuadruple degeneracion.

Problema:

18. Calcular las longitudes de onda de las tres
primeras lineas de las series de Lyman, Balmer y
Paschen. Calcular el limite de las series y la linea
de menor longitud de onda para cada serie.

Solucioén:

A partir de

1 1
AE = hvnk = El(?—F)

y recordando que v=c/A

hc 1 1
A E{?‘ﬁ)

nk

>

Despejando Ak y sustituyendo los valores de
E:, h yC

_ 6,626x107%J.5.x2,998x10°m 5!
T 21784x107%83(1/ n? -1/ k?)

k?n?
KZ—nz )"
Para la serie de Lyman, n =1 sustituyendo k en
la ecuacion anterior por 2, 3,4 e ©

=9,1190x 10‘8(

9,1190x 1078 x 22

k=2 h,==rm > =12159x107m
—8 2

k=3 A= 9’119§ZX122 X3 _10250x10m
—8 2

(=g g, = QXKL o e

42 _12

Para k= o0 y cualquier valor finito de n

k?n?
k2—n2J

Dividiendo numerador y denominador por k*

n

Ay =9,1190x10°m| im[

2
A =91190x10°mlim| —
ne kool 1—n? /[ k?

=9,1190x10®mx n?
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Paran=1

A, =9,1190x10%m

1

Se deja al lector la tarea de los célculos para la
serie de Balmer (n=2y k=3,4,5, ..., ©)

y la serie de Paschen (n=3yk=4,5,6, ..., ©)

2 - 6. Recapitulacion sobre e atomo de
hidr 6geno

El 4&tomo de hidrogeno estd formado por dos
particulas un nicleo que contiene un protéon y un
electron. Para describir el estado mecanico de este
sistema se necesitan seis coordenadas y seis mo-
mentos lineales, tres para cada particula. Las seis
coordenadas de este tipo pueden transformarse
siempre en tres coordenadas del centro de masa y
tres coordenadas internas. Una vez realizado esto,
la ecuacion de Schrodinger se separa en dos ecua-
ciones independientes, la primera de las cuales
incluye las coordenadas del centro de masa y la
energia de traslacion del &tomo como un todo. La
parte traslacional tiene sélo interés cuando se
quiere interpretar ciertas propiedades macroscopi-
cas como la presion, la temperatura y la densidad
de un sistema en funcidn de sus propiedades cor-
pusculares (teoria cinética de gases, termodinami-
ca estadistica, etc.). La segunda ecuacion incluye
las coordenadas internas del 4tomo y la energia
interna. Son esta energia y esta parte de la des-
cripcion la que nos interesa. Nos referiremos a
esta energia como a la energia del 4&tomo.

Las coordenadas internas son las coordenadas
polares esféricas, r, 8 y ¢ (en la Figura 1 - 11 se
indica su relacién con las coordenadas cartesia-
nas). El ntcleo esta en el origen de las coordena-
das esféricas, r es la distancia entre el nicleo y el
electron, @ es el angulo entre el eje zy el radio
vector que une al nicleo con el electrén y ¢ es el
angulo entre el eje +X y la proyeccion del radio
vector sobre el plano Xy. La energia potencial re-

sultante de la atraccion eléctrica de las cargas +e
del nucleo y - e del electron, es -Ze/4neor (en
donde Z es el nimero atomico, en este caso 1).

La ecuacion de Schrodinger puede resolverse
transformando la funcion de onda ¥, que es una
funcion de r, 8 y ¢, como el producto de tres
funciones R(r), ®(0) y ®(¢) independientes. Las
funciones de onda que resultan al resolver estas
ecuaciones describen estados del atomo de hidro-
geno.

Para que las soluciones de la ecuacion de
Schrédinger tengan sentido fisico, deben introdu-
cirse ciertos nimeros enteros llamados niimeros
cuanticos. Al igual que en el caso de una particula
en una caja, estos enteros aparecen debido a las
restricciones que se asignan al sistema. Por ejem-
plo, si la densidad de probabilidad | ¥ |? debe
tener un valor unico en cada punto del espacio, la
descripcion de W deberd tener el mismo valor pa-
ra ¢=2n y para ¢=0, ya que estos valores de
¢ corresponden al mismo conjunto de puntos en
el espacio. Esta restriccion junto con la forma de
la ecuacion exige que la dependencia de V¥ res-
pecto a ¢ sea de la forma €™? 0 '™ donde m,
es un numero entero. La exigencia de que la den-
sidad probabilistica sea finita en cualquier parte,
implica la introduccion de otros dos enteros Ny
¢ que anulan la posibilidad de obtener una “pro-
babilidad infinita” de encontrar al electrén en
cualquier parte del espacio.

La descripcion final, Wy, (1, €, @) es una fun-
cionder, 6 y ¢ y de los nimeros cuanticos n, /'y
m,. Como Wnm (I, 6, ¢) depende de los enteros
mediante una relacion tUnica, los enteros, por si
mismos, constituyen una descripcion abreviada y
conveniente del sistema. Conociendo los enteros
podemos establecer Wn,m (1, 6, §) mediante una
tabla como la de la Figura 2 - 4, si la necesita-
mos. En la mayoria de los casos se utilizan s6lo
los nimeros cuanticos para describir el sistema en
el entendimiento que las funciones de onda resul-
tantes de los mismos estan tabuladas.
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2 - 7. Significado de los niUmeros cuanticos
en el atomo de hidr 6geno

El nimero cuantico principal

El entero n describe la energia del atomo de
hidr6geno mediante la ecuacion

2
En=_i2{ e J:{iszh 2-33)
2n°\ 4neQ, 2n

con los valores permitidos n=1,2 .3 ,.... Enla
ecuacion (2 - 33) ap es el radio de Bohr y Ej, es la
energia de Hartree definida por €/4mgpa, =
4,35744 x 10" J. Si bien las energias dadas por la
(2 - 33) son las mismas que las dadas por los
calculos iniciales de Bohr, en el modelo de
Schrodinger n tiene un significado diferente. Para
Bohr n era una medida del momento angular del
sistema.

La energia del atomo de hidrogeno estd cuan-
tizada. La energia permisible méas baja correspon-
de cuando n=1y sera

Ey=—t
2

0

E,=-217872x107"%J = -13,598 eV

Los valores permitidos seran

1 1 1 1

-ZE E, ~5En 3

2 " g E

hrt

y las posibles transiciones se muestran en la Figu-
ra2->5.

Al realizar una transicion de un estado energé-
tico alto a uno bajo, el 4tomo emite un cuanto de
luz cuya energia esta determinada por hv = AE,
donde AE es la diferencia de energia entre los dos
estados. El espectro del atomo, consta, por lo tan-
to, de un conjunto de series de lineas cuyas fre-
cuencias corresponden a los valores posibles de
las diferencias de energia (representadas en la Fi-

gura 2 -5 por las longitudes de las flechas). Sobre
la base de la ecuacion (2 - 33) la forma general e
la diferencia de energias entre dos estados es

(2-34)

que es equivalente a la formula encontrada por
Rydberg en 1892 para las frecuencias de las lineas
del espectro de emision del hidrégeno

T 0 T —_
E I n=3
1 l .
-—E, YV Seriede _
18 Paschen 3
Serie de Balmer
L, \AAA =2
Serie de Lyman
1
~2Ep YIV n=1

Figura 2 - 5. Niveles de energia permitidos en
el atomo de hidrogeno

El nimer o cuantico azimutal

El niimero cuantico ¢ describe el momento
angular total del atomo de hidrogeno mediante la
ecuacion

Profesor: Dr. Miguel Katz
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L2 = ¢(¢+D)n? (2 - 35)
y tiene valores permitidos entre 0 y n -1. L% es el
cuadrado del momento angular total. Segun el va-
lor de /¢ el orbital se designa con s, p, d, f, ...

Cuando se verifica la transicion de un estado a
otro tanto en la emisién como en la absorcion de
radiacidon existe una restriccion sobre £ llamada
regla de seleccion: El valor de ¢ debe cambiar en
+ 1. Asi si un atomo de hidrégeno en el estado
fundamental 1S absorbe radiacidon para pasar al
nivel n = 2 debe alcanzar finalmente el estado 2p.
Cualquier otra transicion entre los niveles 1 y 2 es
impedida por la regla de seleccion.

Aunque se conoce la magnitud del momento
angular total por la ecuacion (2 - 35) no se conoce
su signo. Como la orientacion del vector momen-
to angular es indefinida, la orientacidn de la orbita
esta también indefinida.

Mientras que en el modelo de Bohr el momen-
to angular estaba dado por

L>=n’#* n=1,2,3,...
Es decir, tenia un valor siempre distinto de cero,
en la concepcidon cuantica el momento angular
vale cero para todos los estados en los que ¢ = 0,
es decir en los orbitales S. La ausencia del mo-
mento angular en los estados s hace imposible

imaginar como se mueve el electrén en este esta-
do segun la concepcion orbital clasica.

El nimer o cuantico magnético

El entero m, describe la componente segliin el
eje Z del momento angular (L,) mediante la ecua-
cion

L =mn

z /

(2 - 36)

con 2¢ + 1 valores para cada valor de /.

Para la absorcion o emision de un cuanto de
luz, las reglas de seleccion exigen que Am, =0 o
que Am,=%1

Problemas:

19. Considere la funcidon de onda radial 2s

3/2
1 (2 Zr
R — = 2__ —Zr/ 2a,
8 Zﬁ[aoj [ aoje

Demuestre que su amplitud tiene dos extremos
y calculelos.

Solucioén:
Haciendo
3/2

1 |Z Zr
— | = =A = _
2\/5 ao y a p
Rz,o = A(Z_P)e_plz
d_RZEAd_RZE _1_1+Bje—p/2
d a, dp a, 2

que se hace 0 cuando p = 4. Por lo tanto, la fun-
cion de onda tiene un extremo cuando r = 4ap/Z.
Para este valor de p, 2—-p< 0, esto es, Y <0y
el extremo es un minimo. De una manera mas
formal; para p =4, d*\P/dr*> 0.

El segundo extremo se encuentra para r = O.
En rigor no es un minimo, sino un maximo fisico.
(Para comprobarlo basta sustituir p =0 en Ry .

20. A partir de la ecuacion radial

3/2
1 |Z 4Zr AZ%?

Ro=ors| o +
93 a a, Ya,

e Zr | 3a,
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ubique los nodos radiales en el orbital 3s del ato-
mo de hidrogeno

Solucioén:
Haciendo

3/2

A2 A a_
o3| a Yo TP

R, = A(6—4p+gp2)e"”3

Los nodos se verificaran cuando Rz = 0 esto
es cuando

6—4p+gp2=0

Esto se verifica cuando p = 1,902 y p = 7,098.
Para el hidrogeno Z =1y ay = 0,529 x 10 m.
Por lo tanto, siendo r = p &y /Z, los nodos estaran
parar=1,006x 10""my3,755x 10"’ m

2 - 8. Representacion espacial de los orbi-
tales

Como la funcion de onda W es funcion de tres
variables, se requeriria un espacio tetradimensio-
nal para su representacion espacial. Existe ademas
el problema de representar ¥ debido a que puede
tomar valores complejos. Es por ello que se recu-
rre a representar alguna de sus funciones constitu-
tivas, ya que cada una de ellas es funcién de una
sola variable. Por ejemplo se representa R(r) en
funcion de r para el orbital 1s. De la tabla de la
Figura 2 -3 se encuentra que

Rlo _ 2[5\]3/ Ze_zr "
E

con Z =1, obteniéndose un grafico como el de la
Figura2 -6

2.0

0.7
0.6
05
S04 .
) 03l
02

0.l F

n4ar
Z 03
o

Py 021

0.1 ol

I 2 3 4 35

ria ria

I 2735

Figura 2 - 6 Representacion de ao” ’R(r) en
funcion de r/a, para distintos valores de n.

La apariencia tridimensional de un orbital
puede ser expresada de diversas maneras.
Una de ellas consiste en denotar la probabilidad
de encontrar a un electrén en una region del espa-
cio mediante la densidad del sombreado. (Fig. 2
—7ayb).

k) 25

{a) 1s

Figura 2 — 7. (a) Representacion del orbital 1s, (b)
de un orbital 2s. Las zonas donde la densidad es
mayor representan la mayor probabilidad de en-
contrar al electrén.
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Un procedimiento general mas simple, pero
adecuado, consiste en dibujar la superficie limite,
superficie de probablidad constante dentro de la
cual hay una proporcion especificada de la densi-
dad de probabilidad (generalmente 0,90 - 0,95)

Para indicar la forma real de los orbitales,
también se suele indicar el signo de la funcion de
onda oscureciendo la parte positiva de la superfi-
cie limite o agregando signos +y — a los l6bulos
relevantes de los orbitales.

©NCSSM 2003

Figura 2 — 8. Representacion tridimensional de los
orbitales S. La superficie del contorno encierra la
volumen espacial donde la probabilidad de encon-
trar al electron es 0,90 — 0,95.

Las superficies limites de la Figura 2 - 8
muestran que los orbitales S tienen simetria esfé-
rica ya que W es independiente de 0 y de ¢.

Los tres orbitales p con el mismo valor de n
corresponden a los tres valores que pueden tomar
my, 0y £ 1. El orbital con 7,= 0 es real y la com-

ponente del momento angular segun el eje z vale
0; se lo llama orbital p,. Los otros dos orbitales,
llamados px y py son funciones complejas y tienen
su amplitud maxima en el plano X —y. En la Figu-
ra 2 — 9, se muestra la representacion tridimensio-
nal de los orbitales 2p.

2py 2p,

2p;

©NCSSM 2003

Figura 2 — 9. Representacion tridimensional de
los orbitales 2p.

Para un dado valor de n hay 5 orbitales d po-
sibles. En la Figura 2 — 10 se representan los con-
tornos de los 5 orbitales d.

©NCSSM 2003

Figura 2 — 10. Representacion tridimensional
de los orbitales d.
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2 -9. Valores medios en M ecanica Cuanti-
ca

Asi como Bohr enunci6 el principio de corres-
pondencia, segun el cual en el limite de frecuen-
cias muy bajas de radiacion (o sea a valores gran-
des de n) los resultados obtenidos por la Mecénica
Cuantica deben concordar cuantitativamente con
los que se obtienen sobre la base de la Mecanica
Clasica, Paul Ehrenfest enuncio, en 1927, un teo-
rema que establece como varia el valor medio de
un observable dado (A) con el tiempo, con el
conmutador entre el hamiltoniano del sistema y el
operador hermitico asociado al observable

il

Si la variable A es independiente del tiempo

Gracias a este teorema, se recupera la Fisica
newtoniana ya que los valores medios temporales
de las distintas variables dinamicas obtenidas me-
diante calculos mecanico-cudnticos son los mis-
mos que los obtenidos mediante la Mecéanica
Clasica. Asi, por ejemplo se encuentra que

(F)=m-2-(x)

Por lo tanto, la conclusion del Teorema de
Ehrenfest se puede expresar:

Cuando en Mecanica Cuantica se calculan los
valores medios temporales de cualquier magnitud
dinamica se obtienen los mismos resultados que
con la Mecéanica Clasica.

Dicho de otra manera, si el lugar de obtener
valores instantaneos se desean encontrar valores
medios son validas las leyes de la Mecanica
Clasica.

2 - 10. Funcionesdedistribucion

Hemos visto que la probabilidad de que un
electron se encuentre en un elemento de volumen
dr esta dada por WW+dt o W? dr si la funcion de
onda es real. Si se divide por dr el resultado es la
probabilidad por unidad de volumen o densidad
de probabilidad. De la tabla de la figura 2 - 4 y
del valor de dt para un casquete esférico de radio
r y espesor dr, la probabilidad de que el electron
Isse encuentre en ese volumen elemental es

Anr 2P dr

y la densidad de probabilidad correspondiente
(que ahora es por unidad de distancia radial r) se
obtiene dividiendo por dr y es

Qg2
4rr P

Esta funcion recibe el nombre de funcion de
distribucion radial y en la Figura 2 - 11 se muestra
una grafica de ella contra r. La curva atraviesa por
un maximo cuando r = ay = 5,29 x 10 "''mYy, por
lo tanto esta es la distancia mas probable entre el
nucleo y el electron. Segln la teoria de Bohr el
electron en el estado basal (1s) del atomo de
hidrogeno se desplaza en una Orbita precisa de
radio ay mientras que en Mecanica Cuantica ay es
tan solo la distancia mas probable ya que el
electron se puede encontrar a otras distancias del
nucleo.
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Probabilidad por
volumen unitario
2 3
t  ¥L /nm
2000}
1000
L _—
8y 23
Distancia al nucleo

Probabilidad por
unidad de longitud

}  Anr®9idr /Am

o mn B 3 @
T T T T

0 3, 23
Distancia al nucleo

Figura 2 - 11. Probabilidades en funcion de la distancia al nticleo

Problemas:
21. Calcular a qué valor del radio la probabili-
dad de encontrar al electron de un atomo de

hidrégeno cae al 50% de su valor maximo sabien-
do que

1(1
Y o=——| = | e
1s \/;La()]

Solucioén:

Nlw

La probabilidad de que el electrén Is se en-
cuentre en ese volumen elemental es

Anr 22 dr

y la densidad de probabilidad correspondiente
(que ahora es por unidad de distancia radial r) se
obtiene dividiendo por dr y es

Qp2
4rr P

Siendo

1 1%
Y= =g
1s \/;[a()]

€S

‘Plzs =3
"

El valor maximo de la probabilidad se dara
cuando r = 0 y W2 tendra el 50% del valor

maximo cuando
—2r /
e '* =050

Esto implica que
1
r= —an In0,50= 10,3474,

=0,183x10"m

22. Cual es el momento angular orbital de un
electron en los orbitales: a) 1s b) 3s ¢) 3d
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Solucion:

Recordamos que la magnitud del momento an-
gular estara dada por [¢/(¢+1)}'?ny dado que los

orbitales “s” se caracterizan por tener un nimero

cuantico azimutal cero y los orbitales “d” tienen
numero cuantico azimutal 2, resulta
a)1s = (=0..|L|=
b) 2s = (=0..|L|=
¢) 3d = (=2 . |L|=202+1)n
23. Cuadles de las siguientes transiciones son
permitidas en el espectro de emision normal de un
atomoa)2s —> 1s b)2p—>1s ¢) 3d—>2p
Solucion:

La llamada “regla de seleccion” establece que
para cualquier An entero el nimero cuantico azi-
mutal debe variar en * 1. Por lo tanto

a) 2s— 1s prohibida

b) 2p—> 1s permitida

¢c) 3d—>2p permitida

24. Usando los valores tabulados de W5 y
¥, demostrar, por integracion, que los orbitales
1sy 2sdel atomo de hidrégeno son ortogonales.

Solucioén:

Si dos orbitales ¥y, y Wi son ortogonales la in-
tegral de su producto es cero

Iwnw;dr=o k #n

En el caso del atomo de hidrégeno las funcio-
nes de onda de los orbitales 1Sy 2S son

(NI

v =i[i

1s \/; ao

1 1 : r
\_P — el 2__ e—r/2a0
* M(%J aoj

Siendo ambas funciones reales y distintas,
bastara demostrar que

J“P‘I’dt—

El elemento de volumen dt expresado en co-
ordenadas polares es r’sen0drdddd = 4mrdr

Reemplazando por las respectivas funciones
de onda

3

f - 1(1]26_”801[1]
o m =h) a42n &,

Nlw

[2— r]e‘r 1220 gr 2dr
aO

— 31 e—r/ao Z—L e—r/2aor2dr
ao\/_o 0 ao
1 r~ I | .—3r/2a9,2
= 2——|e Or“dr
ag\/_o 0 ( aOJ

2 J‘w 2 ,-3r/2ag 1 jm 3,-3r/ 2a
= r<e dr — re Odr
a§\/§ 0 a§\/§ 0

De la tabla de integrales se tiene que

® n!
I x"e¥dx = — n>-1, >0
0 q

Por lo tanto
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® 2 832 1 16a:3
Y ¥, dt= -

Io PR32 27 alv2 8l
32 96

=———=O
272 8142

2—11. Problemas propuestos:

2.1. Calcule las masas reducidas de los atomos
de hidrogeno y deuterio empleando las siguientes
masas para las particulas:

electron; 9,1095 x 10! kg

proton: 1,6727 x 10%" kg

nucleo de deuterio  3,3434 x 107 kg

a) Explique cualitativamente qué efecto
tendran las distintas masas reducidas sobre los
radios de Bohr y, por lo tanto, sobre las posicio-
nes de las lineas en los espectros atomicos

b) El espectro de linea de Balmer tiene una
linea a la longitud de onda de 656,47 nm. Deduz-
ca la longitud de onda de la linea correspondiente
en el espectro del deuterio.

2.2. Calcule la longitud de onda y la energia
correspondiente a la transicibon den=4an=>5en
el atomo de hidrogeno.

2.3. Calcule, en joule y unidades atémicas, la
energia potencial del electron del &tomo de hidro-
geno cuando estd en el nivel energético corres-
pondiente a n = 2.

2.4. Determine la probabilidad de que el
electron del 4&tomo de hidrégeno en su estado fun-
damental se encuentre a una distancia del nucleo
inferior a a,

2.5. Demuestre que para el estado fundamental
de un atomo hidrogenoide <r>=3%27

2.6. En qué parte del 4&tomo de hidrogeno, en
su estado fundamental, es maxima la densidad de
probabilidad.

2.7. Determinar la probabilidad de encontrar
de encontrar al electron en el estado fundamental
de un atomo de hidrogeno a una distancia del
nucleo superior a 2a.

2.8. Determine la probabilidad de encontrar al
electréon en la region clasicamente prohibida para
el electron del 4&tomo de hidrogeno en su estado
fundamental.

2.9. Para qué estados del atomo de hidrogeno
WY es distinto de cero en el nucleo.

2.10. Para el estado fundamental del atomo de
hidrogeno: (a) Determine <V>; (b) Aceptando que
<V> + <T> = E, calcule el valor de <T>/<V>; (c)
utilice <T> ?ara calcular la velocidad cuadratica
media <vV*>'"? del electrén; calcule también la re-
lacion <v>'""?/c donde c es la velocidad de la luz.



78 DEPARTAMENTO DE FiSICA - CATEDRA DE MECANICA CUANTICA

APENDICE A
La energia en € dtomo de hidr6geno
La ecuacidn radial para el atomo de hidrogeno

€S
1d dR) 8r? ze?
=2+ e
R dr dr h

4dne r

]72 =/(r+1)

(A-1)
que se puede escribir, multiplicando ambos

miembros por R/r?, recordando que 87*/h” es 717 e
igualando a cero

1 R 2
—Zi 2R, 8n2” E+
redr dr h

d?R 2dR {2;;[
+=—+| | E+

ze? ]_£(£+1)}R=O

Amer

dr® rdr | A°
(A-2)
Agrupamos las constantes de la siguiente forma

2uE pze’

2

o =— =
0 Y antame, "

de modo que la ecuacion (A - 2) queda

d’R
dr?

+EC|—R+{—2l30t —az——f(fjl)]R (A-3)
rodr r r

e introduciendo una nueva variable independiente
p=2ar

podemos reemplazar R(r) por T(p) con lo que la
(A - 3) se transforma en

d’T 2dT |1 or+1
_+___|:__E+w:|'r=o (A-4)
4 p p

Para hallar la solucion asintotica, expresamos
la ecuacion para cuando p—>

d°T
dp’

1
~=T=0
4

que es una ecuacion diferencial del tipo

d2
o bY=0

cuya solucion general es del tipo

ibx —ibx
y=cCe™ +C,e

En nuestro caso, y=T,x=p yb=1/2

T(p)=ce’?+ce™'? (A-5)

(Omitimos i en los exponentes pues siendo p = 2
ar, i esta implicita ya que a = (- 2uE/ 72)"?)

Debemos hacer las siguientes consideraciones:

La energia podria tomar valores negativos o
positivos. Si E > 0 la cantidad (2;VLE)1/2 seria posi-
tiva y, por lo tanto, el factor que multiplica a r
seria imaginario. Desde el punto de vista fisico,
esto implica que el electrén no estd interactuando
con el nucleo, es decir, el atomo esta ionizado. Al
no existir interaccion, no hay restricciones al mo-
vimiento y cada una de las particulas se comporta
como particula libre. Para una particula libre estan
permitidas todas las energias no negativas. Las
funciones propias cuyos autovalores de energia
son positivos se denominan funciones propias del
continuo.

En el caso en que E < 0, los exponentes de (5)
son reales. Como la funcién de onda R(r) debe ser
finita atin cuando r sea infinito, debemos desechar
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el término con exponente positivo, con lo que nos
queda

T(p)=ce ™" (A-6)

Para encontrar la solucion no asintOtica, ex-
presamos T(p) como el producto de la soluciéon
asintotica y una serie infinita G(p) de potencias de

p.
Glp)=Y ap"
k=0

T(p)=c,e™*G(p)

Haciendo cjax = by

T(p)= e_plzibkpk (A-7)
k=0

La serie G(p) debe elegirse de modo tal que la
funcion T(p) — y, por lo tanto R(r) — sea de
buen comportamiento. Para ello se debe cumplir
que

La derivada primera de T(p) respecto de p es
1 —p/ 2~ 1 —p/2
T=e?G-—-e*G
2
La derivada segunda es
1 1

T —e??G —Leviig i tevig_Levig
2 4 2

Reemplazando T, T' y T en la ecuacion (A -
4) y multiplicando ambos miembros por p*/e®?

dp®

PSS p(2-p) S+ [(B-Dp- et + 25 =0
p

(A-8)

Como esta ecuacion debe ser valida para todos
los valores de p debe ser valida para p = 0. En es-
te caso, la (A - 8) se convierte en

(r+1)G(0)=0

donde si /¢ #0, necesariamente G(0) = 0. Este

comportamiento sugiere que G(p) debe ser una
expresion del tipo

(A-9)

Glp)=p"> a;p’
=0

en la cual s> 0 para /#0 y ay # 0. Resulta con-
veniente introducir la definicién

a,p’ (A - 10)

—
©
N
I
I \gl

De modo que G(p) puede escribirse

Glp)=p°L(p) (A-11)

Las derivadas primera y segunda son
G (p)=""L(p)+p°L (p)

G' (p)=s(s—Lp*L(p)+25"'L (p)+p°L" (p)

Reemplazando G”, G’ y G en la ecuacion (A
- 8) y combinando los términos que tienen las
mismas potencias de p

(L' - )p*2+[2sl +2L —sL + (- )L >+ +
+[s(s—1)+2s— (¢ +1)|Lps =0
(A- 12)
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Esta relacion puede ser valida en el intervalo 0
< p <o siy solo si el coeficiente de cada potencia
de p es igual a cero. En consecuencia, para p°

s—1)+2s— /¢ +1)x\a, +a,p+a,p’+..)=0
s(s-1)+ 25— (¢ + Dx(a, + ap+ap’+ )

Pero como hemos elegido ay # 0, es necesario
que

S(s— 1)+ 25—£(£+1)= 0 (A -13)

Esta es una ecuacion de segundo grado con
una incdgnita, S, cuyas raices son

s=/ 'y s=-(-1 (A-14)

Estas raices corresponden a dos soluciones li-
nealmente independientes de la ecuacion diferen-
cial. Debemos verificar si hacen que la funcion de
onda sea de buen comportamiento. Como para
¢ =1,s= 0, solo la primera raiz satisface que S>
0 para /#0 y esto nos lleva a que G(0) = 0 para

¢ # 0. De esta manera, la serie de potencias G(p)
es

(A - 15)

Reemplazando estos valores en la ecuacion (A
- 12), haciendo ¢ =sy dividiendo por p‘ ™'

Z[j(j - 1)ajp"‘1 +2(0+ 1)jajp“‘1 — jap’ + (B-r-1- j)ajpj]

(A -16)
Esta ecuacion se satisface si y solo si el coefi-

ciente de cada potencia de p es nulo. Los términos
siguientes a

i(i-Dap™+2(¢+1)jap'™
son
(i +)ja,.p’ +2(¢+1)j +Lay,.p’
Por lo tanto, el coeficiente de p' es
(i+2ja,, +2¢+1)j+1)a

—ja, +(-r-1-j)a,

j+1

y se debe cumplir
(i+1(j+2¢+2)a,,+(@-¢-1-j)a, =0
(A-17)

A partir de la (A - 17) obtenemos la formula
de la recurrencia

/+j+1-B

M (j+Nj+2e+2) ( )
El valor limite cuando j — oo es
a.
lim ’+1=i (A - 19)
p® Q; J

La expansion de €’ es

para la cual

Profesor: Dr. Miguel Katz
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— =j+1 (A -20)

j+1

Esto muestra que G(p) aumenta con p tanto
como lohace p’ €y

T(p)=Glp)e"?

Se puede hacer aproximadamente igual a

~ p —p/2= /12
T(p)=pe’e pe? (A-21)

T(p) se hace, por lo tanto, infinita cuando p
tiende a infinito y no es cuadraticamente integra-
ble. La unica forma de impedir esta “catastrofe
infinita” es truncar la serie de manera que tenga
un numero finito de términos en cuyo caso el fac-
tor € P2 asegura que la funcion de onda se haga
cero cuando p tiende a infinito. Sea akpk el ultimo
término no nulo de la serie. Para que todos los
términos ax+ 1, a2, ... € anulen, la fraccion que
multiplica a a; en la relacion de recurrencia (18)
debe valer cero para j = k

/+k+1-p=0 (A-22)

Siendo ¢ ky 1 enteros, su suma es un entero
que designamos con N

/+k+1=n (A-23)
de modo que
n-p=0 o B=n=1,23,... (A -24)

Retomando la definicion de 3

2

pZe
ah’4ne,

€S

Bz_uzzz o2 2
o’h* \ 4ne,

y como

haciendo

h® 4ng,

poe

E__Z2 1 €
~2n? a,| 4ng,

formula enteramente analoga a la encontrada por
Bohr en 1913. En ella a = 0,529 x 10 '’mes el
“radio de Bohr”.

(A - 25)

El ntimero entero n se llama ndmero cuantico
principal. A partir de la definicion (23) de n se
encuentra para £, que se llama ndmero cuantico
azimutal

¢ =n-k-1

Como k> 0, ¢ puede tomar valores 0, 1, 2, ...,
n-1

La ecuacion (25) nos muestra que estan permi-
tidos todos los niveles cudnticos dados por n. Los
numeros de onda de las lineas espectrales del
atomo de hidrégeno son

_ 1 v
v=—=
A

o |

Il

m

N
=
(@]

m

T

Il
I\)"\,‘\)
R |-
VR
N
S|
m N
o
N——
VR
PN||—\

|
2l
N
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1 1
=R,| =-—=
“(nf ni)

Ry es la constante de Rydberg para el atomo
de hidrogeno (Ry = 109677,6 cm™)

Debemos hacer notar que para los estados en-
lazantes del 4tomo de hidrogeno la energia la
energia dependen solamente de n. Sin embargo,
como la funcioén de onda total depende de los tres
nimeros cuanticos N, ¢/ y m. Los estados con di-
ferentes valores de / o mpero con el mismo valor
de n tienen la misma energia y, exceptuando el
estado en el cual n = 1, existe degeneracion de la
energia
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