
III. ÁTOMOS POLIELECTRÓNICOS 1

3 -1. Introducción

Para átomos que contienen más de un electrón
la forma de la ecuación de Schrödinger es más
complicada, porque la expresión de la energía in-
cluye términos para las interacciones de repulsión
entre los diferentes electrones. Incluso para el
helio, con dos electrones, la ecuación de
Schrödinger es demasiado compleja para resol-
verse de manera explícita aunque se pueden obte-
ner con cierta facilidad soluciones numéricas. Pa-
ra átomos más complejos se utilizan soluciones
aproximadas y aún así suele ser imposible obtener
soluciones explícitas. Sin embargo, con las com-
putadoras modernas estos métodos aproximados
permiten lograr soluciones numéricas en un tiem-
po razonable.

En general, se escribe la ecuación de
Schrödinger

 EĤ

1 Extractado de: Levine, I. N. Quantum Chemistry  5th.
Edition Prentice – Hall. Upper Saddle River. 2000 y
McQuarrie, D.A. – Simon, J. D. Physical Chemistry. A
Molecular Approach. University Science Books. Mill Val-
ley. 2000. Szabo, A – Ostlund, N.S. Modern Quantum
Chemistry. Dover Pub. Inc. Mineola. 1996; Bohm D. Quan-
tum Theory. Dover Pub. Inc.New York. 1993. Pauling, L –
Bright Wilson Jr, E. Introduction to Quantum Mechanics,
Dover Pub. Inc.New York. 1985.

y se trata de establecer el conjunto de valores para
la energía

Eii         (i= 1, 2, 3,  ...)

No habiendo métodos teóricos, o soluciones
de la ecuación de Schrödinger se recurre a méto-
dos aproximados.

3 - 2. Métodos aproximados

Algunos de los métodos aproximados utilizan
la aproximación al campo central. Recordemos
que un campo se dice central cuando la energía
potencial de cualquier punto material ubicado en
él depende únicamente de su distancia a un punto.

Mediante esta aproximación se analiza el mo-
vimiento de un electrón, generalmente el más ex-
terno del átomo, suponiendo que todos los demás
electrones forman una “nube de carga eléctrica”
que tiene, en promedio, simetría esférica. El
electrón considerado se mueve en un campo eléc-
trico generado por el núcleo y los demás electro-
nes. De este modo, la carga generadora del campo
eléctrico ya no es Ze sino una carga nuclear efec-
tiva Zefect e inferior a la carga nuclear verdadera.
Con esta aproximación, puede suponerse al átomo
como teniendo un solo electrón. Sobre esta base,
se plantea la ecuación de Schrödinger que difiere
de la aplicable al átomo de hidrógeno en el valor
de la energía potencial. La suposición de que el
campo eléctrico tiene simetría esférica permite
que las ecuaciones diferenciales  () y () se-
an las mismas que para el átomo de hidrógeno.
Los números cuánticos y m tienen el mismo
significado que en el caso del átomo de hidróge-
no, al igual que la componente del momento an-
gular orbital según el eje z, pero al variar la fun-
ción de la energía potencial variarán los valores
propios de E que surgen de la resolución de la
ecuación radial.
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Una aplicación sencilla de este procedimiento,
es la estimación de la energía de ionización, que
es la energía necesaria para llevar al electrón de
su orbital externo del átomo aislado a una distan-
cia infinita.

En el modelo de Bohr, aplicado a átomos
hidrogenoides, la energía potencial del electrón en
un estado estacionario para un valor n, está dada
por

2
00

22 1
4 na

eZUn 
 (3 - 1)

La misma expresión para Un se obtiene median-
te el tratamiento mecánico - cuántico.

El valor absoluto de esa energía para Z = 1 y
n = 1 es 4,36 × 10 -18 J o 27,2 eV y es frecuente
llamar a esta cantidad unidad atómica de energía
(ua), también se la conoce como hartree en honor
al físico británico Douglas  Rayner Hartree (1897
- 1958). El radio de Bohr, a0 = 5,292 × 10-11 m se
conoce como unidad atómica de longitud.

   La energía total del electrón, tanto en el mo-
delo de Bohr como en mecánica cuántica es

2
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8 na

eZEn 


Esta es sólo la mitad de la energía potencial y
cambiada de signo da el valor de la energía de io-
nización I para el electrón de número cuántico n.
Por lo tanto la energía de ionización estará dada
por
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(3 - 2)

Para aplicar la aproximación al campo central,
simplemente se sustituye Z por Zefect.

ua
n

Z
I efect

2

2

2
 (3 - 3)

Esta aproximación es utilizada en los llamados
“métodos Hartree – Fock” para la resolución de
ecuaciones de onda mediante funciones de onda
monoelectrónicas en un campo central.

3 - 3. El método de variación o método va-
riacional

En mecánica cuántica hay un procedimiento muy
poderoso que constituye la base de la mayoría de los
cálculos efectuados sobre átomos y moléculas. Cono-
cido como método de variación, no sólo permite efec-
tuar cálculos confiables para átomos complejos (y
moléculas) sino que también permite estudiar los enla-
ces químicos.

Este método consiste en buscar una función de
prueba que tiene que depender de las mismas varia-
bles que la función de onda. Esta función de prueba
tiene que obedecer las mismas condiciones de contor-
no que la función exacta.

Por ejemplo, para la partícula en una caja (Figura
3 - 1), las condiciones son que la función valga 0 en el
exterior de la caja y en x = 0 y x = L. La función de
onda toma la forma

x
L

nsen
L

/

)x(n










212 (n = 1, 2, 3, ...) (1 - 66)

Si se intenta utilizar como función de prueba
la expresión

 36 xxxAnx 

se encuentra que, si bien nx es cero para x = 0, es
distinta de cero para x = L. Al no cumplir con las
condiciones impuestas al sistema cuya función de
onda se conoce no puede utilizarse como función
de prueba. En cambio la función
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 xLxnx 

cumple con valer cero tanto para x = 0 como para
x = L. Utilizando esta función de prueba se for-
mula la ecuación

 EĤ

se multiplica ambos miembros por la compleja
conjugada 

*EE*Ĥ* aproxaprox 

Figura 3 - 1. Representación de 2 = f(x) con
n = 1 para una partícula en una caja

Integrando ambos miembros sobre el espacio
completo

  d*EdĤ* aprox

y, por lo tanto





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

d*

dĤ*
Eaprox

(3 - 4)

En el caso en que la función esté normalizada,
el denominador de esta ecuación vale 1

Para calcular el valor medio de la energía proce-
demos de la siguiente manera:

Sabemos que el hamiltoniano para una partí-
cula dentro de una caja unidimensional es
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Por lo tanto, para el numerador de la (3 - 4) escri-
bimos
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y para el denominador escribimos
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y, si se compara con el que corresponde a la fun-
ción exacta
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8mL
hnEn  (n = 1, 2, 3, ...) (1 – 63)

Se encuentra que
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

Esto es, para el estado fundamental Eaprox  es 1,3
% mayor que el valor de E0 calculado con la (1 -
66).

La utilidad del método de variación se asienta
en el llamado principio de variación (también
llamado teorema variacional)

Supongamos que E0 es la más baja energía
permitida del sistema, la energía del estado fun-
damental. Entonces si  es la función de onda
aproximada

0EdĤ*  (3 - 5)

Este teorema nos dice que

La energía calculada a partir de cual-
quier función de prueba no puede ser infe-
rior al valor verdadero de la energía basal
del  sistema

Para demostrar el teorema variacional basta
definir una integral

    dEĤI *
0 (3 – 6)

y demostrar que esta integral es  0.

00 EdĤdEdĤI ***  

si la función está normalizada.

Si demostramos que I  0 habremos demos-
trado la (3 – 5)

Hagamos iy Ei  las funciones propias y los
valores propios verdaderos de Ĥ  tal que,

ii
EĤ  (3 - 7)

Como las funciones propias i forman un con-
junto completo es posible desarrollar  en térmi-
nos de  i (Nótese que esto implica que  satisfa-
ga las mismas condiciones límites que  i)

kkk
a   (3 – 8)

Sustituyendo en la (3 – 6) se obtiene
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Aplicando la (3 – 7) y suponiendo que es váli-
do el intercambio entre la integración y las suma-
torias infinitas, obtenemos
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(3 – 10)

Haciendo uso de la ortogonalidad de las fun-
ciones propias

   
k j

kjjj
*
k EEaaI 0 (3 – 11)

Llevando a cabo la suma sobre j y recordando
que el factor kj de Kronecker anula todos los
términos excepto aquel  en el que j = k, se en-
cuentra

    
k
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(3 – 12)

Como por hipótesis E0 es el valor propio más
bajo tendremos que Ek – E0 tiene que ser mayor o
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igual que cero. Como el valor absoluto de ak, ele-
vado al cuadrado es mayor o igual que cero, resul-
ta que

 I   0

lo que implica que

  000   dEdĤdEĤI ***

 (3 – 13)

o

  dEdĤ **
0 (3 – 14)
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(3 – 15)

Si se normaliza la función el denominador
de la (3 – 15) es 1 y se obtiene el resultado desea-
do

0EdĤ* 
Este resultado tiene una importancia enorme

ya que nos asegura que cualquiera sea la función
de prueba aproximada que utilicemos el valor
propio que obtenemos no se encuentra nunca por
debajo del valor real, evitando pasar de diferen-
cias positivas a diferencias negativas por el cam-
bio de la función de prueba o adición de otras.

De este modo se puede lograr una mayor
aproximación al valor exacto de la energía si se
van agregando a la función de prueba otras fun-
ciones de prueba que actúan como términos adi-
cionales. Con el agregado de nuevos términos se

obtiene sucesivamente mejores aproximaciones al
valor exacto.

3 – 3.1. Funciones variacionales lineales

Un tipo especial de función variacional am-
pliamente utilizado, especialmente en el estudio
de las funciones de onda de moléculas, es la fun-
ción variacional lineal, que es una combinación
lineal de un conjunto de n funciones de prueba
linealmente independientes 1, 2, ... ,n, que
cumplen con las condiciones de contorno impues-
tas





n

i
iinn aaaa

1
2211  (3 – 16)

donde  es la función variacional de prueba y los
coeficientes ai son parámetros a determinar mini-
mizando la integran variacional. Las  funciones
 deben, obviamente, satisfacer las condiciones
límites del problema.

Para simplificar el tratamiento nos limitare-
mos a considerar que es real de modo que todos
los coeficientes ai y las funciones son reales.

Al aplicar el teorema de las variaciones co-
mentado en el párrafo anterior tenemos para la
función variacional lineal real
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(3 – 17)

Definimos la integral de solapamiento Sik co-
mo
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  dS k
*
jjk (3 – 18)

Con lo que la (3 -16) se puede escribir
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(3 -19)

La integral de solapamiento no es necesaria-
mente igual a ik ya que no hay ninguna razón pa-
ra suponer que las funciones i yk sean mutua-
mente ortogonales, con lo que no son necesaria-
mente funciones propias de ningún operador.

Para el numerador de la (3 – 15) tenemos
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(3 – 20)

Haciendo
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*
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se puede escribir
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La integral variacional W es
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a partir de la cual, podemos escribir
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(3 – 23)

Se debe minimizar W, de manera de aproximarnos
tanto como sea posible a E0, (W E0). La integral
variacional W es una función de las n variables
independientes (a1, a2, ... ,an) . Esto es

W = W(a1, a2, ... ,an) (3 – 24)

Una condición necesaria para obtener un
mínimo en W es que su derivada parcial con res-
pecto a cada una de las variables sea nula
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Derivando la (3 – 23) respecto a cada ai se ob-
tienen n ecuaciones:
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Las aj son variables independientes y, por lo
tanto,
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Condiciones que pueden escribirse
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Entonces tenemos
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como estamos tratando con funciones reales
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Siendo Ĥ  un operador hermítico y tanto las
funciones como el hamiltoniano reales, se verifica
que

ij
*
ijji HHH  (3 – 33)

Por lo tanto, se puede sustituir Sjk por Hjk con
lo que obtenemos
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2 (3 – 34)

Sustituyendo las ecuaciones (3 – 25), (3 – 32)
y (3 – 34) en la (3 – 26)
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Se establecen así n ecuaciones lineales
homogéneas simultáneas para las n incógnitas a1,
a2, ..., an.

Para encontrar la solución de un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas existen dos posi-
bilidades: o considerar que todos los ai son nulos
(en cuyo caso la función variacional  es nula) o
que debe ser nulo el determinante de los coefi-
cientes. En este último caso se plantea el determi-
nante
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(3 – 37)

donde Hij =i H j

  d*S jiij    (integral de solapamiento)

 H*W   (valor medio de la energía)

Recordemos que
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Hij =i H j =   dĤ* ji    para Sji = 1

Al desarrollar el determinante se encuentra un
polinomio de grado n en la incógnita W con n raí-
ces (reales)

Pol (W)n  = 0

Agrupando las raíces en orden creciente

W1  W2  W3  …  Wn

Agrupando los estados del sistema en orden de
energía creciente, tenemos

E0  E1  E2  E3  ...  En -1  En  En +1  ...

Se puede probar 2 que

W1  E0
W2  E1
W3  E2

    ...
 Wn  En-1

A diferencia del ejemplo de la partícula en una
caja en el que se encuentra la aproximación al es-
tado fundamental, en este caso, mediante las fun-
ciones de prueba nse encuentran
energías aproximadas para los estados excitados.

El método de variación lineal proporciona un
límite superior de la energía para los n primeros
estados del sistema utilizando las raíces W1, W2,
..., Wn, como aproximaciones. Si se quiere una
mayor aproximación se toma mayor cantidad de
funciones aproximadas. En este caso W’1 se
aproxima más a E0, W’2 se acerca más a E1  y así
sucesivamente.

2 J.K.L. MacDonald, Phys. Rev. 43, 830 (1933)

Problemas:

1. Sea  = exp(-x2)  una función de prueba no
normalizada para un oscilador armónico unidi-
mensional siendo las dimensiones de : m-2. (a)
verifique que la función es de buen comporta-
miento y que cumple con las condiciones impues-
tas al oscilador armónico (b) Utilizando el método
variacional establezca la energía mínima que co-
rresponde para esta función.

Solución:

a) La función es de cuadrado integrable. Tiene
valores finitos aún para  . Siendo x  una longi-
tud  cumple con el requisito de hacer adimen-
sionado el exponente de e.

b) La energía (aproximada) que corresponde a es-
ta función de prueba viene dada por
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El operador hamiltoniano es
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donde  es la frecuencia de vibración del oscila-
dor
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cuya resolución da
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Por lo tanto, la integral variacional es
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   Debemos encontrar el valor de  que haga
mínimo el valor de la energía. Llamando W al co-
ciente de las integrales, la condición para obtener
el mínimo es que dW/d = 0. Esto es
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Donde hemos reemplazado por 0 – la fre-
cuencia del estado fundamental - con lo que



m0


La raíz negativa de  debe rechazarse ya que
haría que la función de prueba no fuera de cua-
drado integrable. Por lo tanto



m0


2. ¿Qué valor de la energía basal se obtiene
para el oscilador armónico usando el valor de 
encontrado en el ejercicio anterior?

Solución:

    La energía vendrá dada por
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Reemplazando  por


m0

00
00

0 2
1

22






 hE 



En este caso coincide el valor de la energía
con el verdadero.

3. Una función de prueba normalizada se ex-
presa en unidades atómicas como

  rer
!
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Al resolver la integral variacional se obtiene

310

2 



  dĤW *

Complete el procedimiento variacional a fin
de minimizar el valor de la energía

Solución:

Se trata de encontrar el valor que hace mínimo
a dW/d.
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Por lo tanto, la energía del estado fundamental
E0
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3 - 4.  Método de perturbación

Otro método que se ha empleado para tratar
las energías de repulsión interelectrónicas es el
método de perturbación. Este método fue inicial-
mente utilizado para encarar problemas de Mecá-
nica Celeste. Es bien sabido que en la Mecánica
newtoniana sólo es posible resolver con exactitud
problemas de interacción entre dos cuerpos (por
ejemplo, problemas de interacción entre la Tierra
y el Sol o entre la Luna y la Tierra.). Pero no pue-
den despreciarse las fuerzas interplanetarias y
considerar solamente la atracción que ejerce el
Sol sobre los planetas ya que muchos fenómenos
delicados están asociados con esas interacciones
adicionales (en relación a esto, vale la pena recor-
dar que Leverrier predijo la existencia de Neptuno
sobre la base de las desviaciones orbitales de
Júpiter y que tiempo después ese planeta fue des-
cubierto por los astrónomos). De manera que, en

el siglo XIX se tornó necesario considerar los pro-
blemas de interacción entre varios cuerpos, que
carecen de solución exacta en la Mecánica Clási-
ca. En Mecánica Celeste se encontró que los
problemas de las perturbaciones pueden ser trata-
dos mediante una aproximación basada sobre el
hecho de que las fuerzas entre los planetas son
mucho menores que la fuerza de atracción con el
Sol. En este método, se parte de resolver el pro-
blema de dos cuerpos (lo que usualmente se llama
aproximación de orden cero) y luego se toma en
cuenta la perturbación producida por los demás
cuerpos y se trata de encontrar las correcciones a
esa solución (la llamada aproximación de primer
orden). En otras palabras, el método de perturba-
ción involucra considerar las fuerzas principales
que actúan sobre un cuerpo, encontrar la solución
rigurosa para la interacción de esas fuerzas y, en-
tonces, tomar en cuenta las fuerzas “perturbado-
ras”.

De manera análoga, en el tratamiento mecáni-
co – cuántico del movimiento de varios electrones
en un átomo, es necesario considerar primero las
fuerzas principales que actúan como, por ejemplo,
la fuerza entre el núcleo y un electrón. En este ca-
so, las fuerzas perturbadoras a tener en cuenta son
las fuerzas de Coulomb de repulsión mutua entre
los electrones. En el problema de un átomo sujeto
a un campo externo, eléctrico o magnético cuya
intensidad es pequeña en comparación con el
campo eléctrico generado por el núcleo, se consi-
dera que la perturbación es la energía del electrón
en el campo externo.

El método de perturbación fue el primer
método aproximado utilizado en la Mecánica On-
dulatoria  y fue desarrollad por Schrödinger en su
tercer trabajo publicado en la primavera de 1926.
Aunque al estudiante le parezca complicado, el
método mecánico-cuántico de perturbación es
menos complicado que el utilizado en la Mecáni-
ca Celeste.
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3 – 5. Método de perturbación para siste-
mas en estados estacionarios.

Supongamos que el sistema en estudio tiene
un hamiltoniano Ĥ independiente del tiempo cuya
forma impide resolver la ecuación de Schrödinger

ĤYn = EnYn                                        (3 – 38)

de manera exacta mediante los métodos matemá-
ticos disponibles y obtener las funciones propias y
valores propios de los estados estacionarios enla-
zantes. Si el hamiltoniano Ĥ es ligeramente dife-
rente de otro hamiltoniano Ĥ0 de un sistema del
cual se conoce la solución exacta

     0000
nnn EĤ YY                                    (3 – 39)

el método de perturbación da un resultado satis-
factorio.

Un ejemplo, es el oscilador anarmónico unidi-
mensional con el Hamiltoniano
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     (3 – 40)

que está muy relacionado con el Hamiltoniano del
oscilador armónico, dado por
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                 (1 – 33)

Si las constantes c y d en la Ecuación (3 - 40)
tienen valores pequeños, puede considerarse que
los términos cx3 y dx4 introducen pequeñas per-
turbaciones en el oscilador armónico trans-
formándolo en un oscilador anarmónico y es de
esperar que las funciones propias y los valores
propios de este oscilador anarmónico sean muy
parecidas a las del oscilador armónico.

Se acostumbra a llamar al sistema con hamil-
toniano 0Ĥ  sistema sin perturbar. El sistema con
hamiltoniano Ĥ es el sistema perturbado. La dife-

rencia entre los dos hamiltonianos es la perturba-
ción, Ĥ':

Ĥ’= Ĥ - 0Ĥ                                         (3 – 41)

de donde el hamiltoniano del sistema en estudio
es

Ĥ = 0Ĥ  + Ĥ’   (3 – 42)

(La prima no indica aquí diferenciación). Para el
oscilador anarmónico con el Hamiltoniano (3 -
40) la perturbación con respecto al oscilador
armónico es Ĥ’ = cx3 + dx4.

En la ecuación (3 -39)  0
nE  y  0

nY son las deno-
minadas energía sin perturbar y función de onda
sin perturbar del estado n. So el hamiltoniano

0Ĥ corresponde al oscilador armónico, dado por
la Ecuación (1 - 33), entonces  0

nE es igual a (n
+1/2)hn donde n es un número entero no negati-
vo. (Se usa n en lugar de v por coherencia con la
notación de la teoría de perturbaciones.) Nótese
que el superíndice no se refiere al estado funda-
mental. La teoría de perturbaciones puede aplicar-
se a cualquier estado. El subíndice n denota el es-
tado que se quiere evaluar, y el superíndice (0) ca-
racteriza al sistema sin perturbar.

El objetivo es relacionar las funciones propias
y valores propios desconocidos del sistema per-
turbado con las funciones propias y valores pro-
pios conocidos del sistema sin perturbar. Para lle-
var a cabo esta tarea, se puede imaginar que la
perturbación se aplica gradualmente, produciendo
un cambio continuo desde el sistema sin perturbar
al sistema perturbado. Matemáticamente, esto
equivale a introducir un parámetro  en el hamil-
toniano, de modo que

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ'                                      (3 - 43)

Cuando es cero, se tiene el hamiltoniano del sis-
tema sin perturbar. Conforme aumenta , la per-
turbación crece, y en  = 1 la perturbación se ha
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"aplicado" totalmente. se introduce por conve-
niencia para relacionar las funciones propias per-
turbada y sin perturbar. Al final del tratamiento se
elimina, haciendo  = 1.

3 – 6. Método de perturbación para siste-
mas en estados estacionarios no degenerados.

Los tratamientos perturbativos de niveles de
energía degenerados y no degenerados son dife-
rentes. En esta sección examinaremos el efecto de
una perturbación sobre un nivel no degenerado. Si
algunos de los niveles de energía del sistema sin
perturbar son degenerados y otros son no degene-
rados, el tratamiento desarrollado en esta sección
será aplicable solamente a los niveles no degene-
rados.

Sea  0
nY la función de onda de un nivel deter-

minado no degenerado sin perturbar con energía
 0
nE . Sea Yn la función de onda perturbada en la

que se convierte  0
nY cuando se aplica la perturba-

ción. De acuerdo con las Ecuaciones (3 - 38) y (3
- 43), la ecuación de Schrödinger para el estado
perturbado es

  nnnn E'ĤĤĤ YYY  0
(3 – 44)

Puesto que el Hamiltoniano en esta ecuación de-
pende del parámetro , tanto las funciones propias

nY como los valores propios En dependen también
de :

 q,nn YY   y En = En

donde q denota las coordenadas del sistema. Des-
arrollando nY  y En en serie de Taylor de poten-
cias de :
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Por hipótesis, cuando  tiende a cero, nY tiende a
 0

nY y En tiende a  0
nE :

 0
0 nn YY 


  y  0

0 nn EE 


           (3 – 47)

Las Ecuaciones (3 - 45) y (3 - 46) se transforman
en

          k
n

k
nnnn YYYYY 2210  (3 – 48)

          k
n

k
nnnn EEEEE 2210  (3 - 49)

 k
nY y  k

nE  se llaman correcciones de orden k de
la función de onda y de la energía, donde k =
1,2,3,... Supondremos que las series (3 - 48) y (3 -
49) convergen para  = 1, y cabe esperar que, pa-
ra una perturbación pequeña, sea suficiente con
tomar los primeros términos de estas series para
obtener una buena aproximación a la energía y a
la función de onda exactas.

Tomaremos  0
nY de manera que esté normaliza-

da:     100 nn EY  En lugar de la condición de

normalización, a la función nY le impondremos
que satisfaga

10 nn YY (3 – 50)

Si nY no cumple esta condición, entonces, multi-

plicándola por la constante 1/  
nn YY 0  obtene-

mos una función de onda perturbada que sí la
cumple. La condición   10 nn YY  denominada

normalización intermedia, simplifica el desarro-
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llo. Dado que la multiplicación de nY por una
constante no cambia la energía en la ecuación de
Schrödinger, nnn Eˆ YYH  , la utilización de la
normalización intermedia no afecta a los resulta-
dos para las correcciones de la energía. Si se
desea, al final del cálculo se puede multiplicar la
función nY , sujeta a la normalización intermedia,
por una constante para normalizarla en el sentido
usual.

Sustituyendo la Ecuación (3 - 48) en  
nn YY 01 

[Ecuación (3 - 50)], obtenemos

           202101001 nnnnnn YYYYYY

(Como 0 = 1, omitiremos expresarlo en las ecua-
ciones posteriores).

Puesto que esta ecuación es válida para todos los
valores de  comprendidos entre 0 y 1, los coefi-
cientes de potencias similares de  a cada lado de
la ecuación deben ser iguales. Igualando los co-
eficientes de 0, obtenemos  

nn YY 01  , que se

cumple al estar  0
nY normalizada. Igualando los

coeficientes de 1, de 2, y así sucesivamente, ob-
tenemos

    010 nn YY ;     020 nn YY ;  etc.       (3 – 51)

Nótese que cuando se utiliza la normalización in-
termedia, las correcciones de la función de onda
son ortogonales a  0

nY .

Sustituyendo las Ecuaciones (3 - 48) y (3 - 49) en
la ecuación de Schrödinger (3 - 44), obtenemos
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YYY

y, agrupando los términos con potencias similares
de , queda
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    

            
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(3 – 52)

Asumiendo que las series convergen adecuada-
mente, para que cada una de las series que están a
ambos lados de la Ecuación (3 - 52) sean iguales
para todos los valores de , se debe cumplir que
los coeficientes de potencias similares de  en
ambas series sean iguales.

Igualando los coeficientes de los términos ,
obtenemos      0000

nnn EĤ YY  \ que es la ecuación
de Schrödinger para el sistema sin perturbar (3 -
32), y que no aporta ninguna información nueva.

Igualando los coeficientes de los términos 1,
resultan

           1001100
nnnnnn EEĤ'Ĥ YYYY 

           0011010
nnnnnn 'ĤEEĤ YYYY        (3 – 53)

Para determinar  1
nE multiplicamos la Ecuación

(3 - 53) por  *m
0Y e integrando en todo el espacio

se obtiene, expresando en la notación bracket

         

         00001

100100

nmnmn

nmnnm

'ĤE

EĤ

YYYY

YYYY




(3- 54)

Como el hamiltoniano 0Ĥ ,es un operador hermí-
tico, el primer término del primer miembro de la
Ecuación (3 - 54) queda:
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  (3 – 55)

donde hemos usado la ecuación de Schrödinger
sin perturbar      0000

nnn EĤ YY  , y el hecho de que
la energía  0

mE es real. Sustituyendo la Ecuación
(3 - 55) en la (3 - 54): y usando la condición de
ortonormalidad    

mnnm 00 YY para las funcio-

nes no perturbadas,

              0011000
nmmnnnmnm 'ĤEEE YYYY 

(3 – 56)

Si m = n, el primer miembro de esta ecuación se
anula y

            d'Ĥ*'ĤE nnnnn
00001 YYYY  (3 – 57)

De esta manera, la corrección de primer orden de
la energía se obtiene promediando la perturba-
ción H' sobre las correspondientes funciones de
onda sin perturbar. Haciendo  = 1 en la Ecua-
ción (3 - 49)

            d'Ĥ*EEEE nnnnnn
00010 YY

Problema:

4. Tomando al oscilador armónico como sistema
no perturbado, obtenga la energía del estado fun-
damental de un oscilador anarmónico cuyo
hamiltoniano es

432
2

2

2
1

2
dxcxkx

dx
d

m
Ĥ 



Solución:

De acuerdo con la ecuación (3 – 42), el hamil-
toniano de la perturbación, Ĥ’ es

Ĥ’ = Ĥ - 0Ĥ = 43 dxcx 

y la corrección de primer orden de la energía para
el estado con número cuántico v viene dada, de
acuerdo con la Ecuación (3 - 57),

     04301
vvv dxcxE YY 

Expresión en la que  0
vY  es la función de onda

para el oscilador armónico en el estado v. Para el
estado fundamental, v = 0. En el Problema Nº 11
de la Sección 1 – 22, hemos visto que, para el es-
tado fundamental del oscilador armónico, la fun-
ción de onda puede escribirse

   2
41

0
0

2 /x
/

ex 









Y                        (3 – 58)

Por lo tanto

     

 dxdxcxe

dxcxE

/x
/

432
21

0
0

430
0

1
0

2





















YY

De la Tabla de integrales encontramos que la
integral de la función impar

0322




 dxcxe /x

Por lo tanto,
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  dxxedE /x
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                         = dxxed /x
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De la Tabla de integrales encontramos que

  21

121
0

2

2
12312

/

nn
bxn

b
n···dxex 






 

 




 

con b > 0, n = 1, 2, 3,  … Siendo n = 2 y b = 

 
2

1
0 4

3



dE

como


m
 2  (Sección 1 – 22)

 
222

2
1

0 16
3

m
dE





Para encontrar la corrección de primer orden
para la función de onda, se considera que en la
Ecuación (3 – 56) m  n por lo que mn = 0 y

            001000
nmnmnm 'ĤEE YYYY  m  n

(3 – 59)

Desarrollando  1
nY  en términos de un conjun-

to ortonormal  completo formado por las funcio-
nes propias sin perturbar  0

mY  del operador hermí-
tico Ĥ0

   
m

mmn a 01 YY   donde    10
nmma YY

(3 – 60)

Reemplazando este valor de am en la (3 – 59)

        0000
nmmnm 'ĤaEE YY  (m  n)

Como para nuestro desarrollo el estado  0
nE

no está degenerado y m  n

   

   00

00

mn

nm

m EE

'Ĥ
a




YY
m  n           (3 – 61)

Todos los coeficientes am del desarrollo de  1
nY

dado por la (3 – 60) se calculan mediante la (3 –
61) salvo el coeficiente an correspondiente a  0

nY .
La segunda de las ecuaciones (3 – 60) nos dice
que

   10
nnna YY

La elección de la condición de normalización in-
termedia para Yn hace que     010 nn YY . Por lo

tanto

    010  nnna YY

de modo que, mediante las ecuaciones (3 - 60) y
(3 – 61) se obtiene, para la corrección de primer
orden de la función de onda

 
   

   
 





nm

m
mn
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n EE

'Ĥ
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00

00

1 Y
YY

Y                      (3- 62)

El símbolo  m  n indica que la suma se extiende
sobre todos los estados sin perturbar excepto el
estado n.

Haciendo  = 1 en la ecuación (3 – 48) y
usando solamente la corrección de primer orden
de la función de onda, se obtiene como aproxima-
ción a la función de onda perturbada

 
   

   
 



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nm
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nn EE

'Ĥ
0

00

00

0 Y
YY

YY      (3 – 63)
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Para las correcciones de segundo orden de la
energía, véase Levine, I. Química Cuántica. Cap.
9. Las correcciones de segundo orden de la fun-
cion de onda están bien tratadas en Kemble, E.C.
The Fundamental Principles of Quantum Mecha-
nics. Dover Pub. New York. 1958.

3 - 7. Números cuánticos de spin

La espectrografía atómica ha suministrado la
evidencia de que muchas líneas espectrales, en
realidad, están formadas por dos líneas separadas,
aunque muy próximas entre sí. Esto se conoce
como estructura fina. Así, el color amarillo que le
confiere el sodio a la llama corresponde a una ra-
diación electromagnética que inicialmente se
creyó que tenía una sola longitud de onda, (cuya
línea en el espectro es llamada línea D) pero que
el desarrollo de instrumental más preciso permitió
establecer que se trata de dos líneas muy próxi-
mas cuyas longitudes de onda son 5896 Å y 5890
Å

Absorción

Emisión

                          Emisión ampliado en la línea D

Figura 3 – 2.- Espectros de absorción y de
emisión del sodio.

Además del fenómeno de la estructura fina,
los espectros de los átomos presentan característi-
cas adicionales cuando se interpone un campo
magnético.

Si se coloca un átomo de hidrógeno en un
campo magnético de densidad del flujo B, la
energía magnética de ese átomo estará dada por

B
m

emVm 2


 (3 – 64)

El número cuántico m puede tomar 2 + 1 va-
lores, de modo que cuando el átomo se encuentra
en un campo magnético su estado cuántico se
desdobla en 2 + 1 estados cuyas energías difieren
en (eħ/2m)B. Como, de acuerdo con la regla de
selección, las variaciones de m están limitadas a
ml = 0. ± 1, una línea espectral dada que se pro-
duzca en la transición entre dos estados de dife-
rente , se escinde en solamente tres componen-
tes. Esto se conoce como Efecto Zeeman normal.
Esas componentes tienen frecuencias

B
m

e
h
B

m
e




42 001


01 

B
m

e
h
B

m
e




42 001


En muchos casos, en vez de aparecer en el es-
pectro tres componentes, suelen aparecer, debido
al desdoblamiento, cuatro, seis o siete líneas. Esto
se conoce como efecto Zeeman anímalo.

En un intento para explicar la estructura fina
de las líneas espectrales y el efecto Zeeman anó-
malo, en 1925, George Eugene Uhlembeck y Sa-
muel Abraham Goudsmit propusieron que el
electrón posee un momento angular intrínseco que
es independiente del momento angular orbital que
tiene debido a su movimiento respecto del núcleo.
Asociado a ese momento angular intrínseco, el
electrón posee un momento magnético que se
evidencia cuando el átomo se encuentra en un
campo magnético. Uhlembeck y Goudsmit supu-
sieron que el electrón se comporta como una esfe-
ra cargada girando sobre su propio eje, lo que ge-
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neraría un momento magnético s adicional al co-
rrespondiente al giro del electrón alrededor del
núcleo. De allí el nombre de spin asignado a ese
efecto. El desarrollo de la Mecánica Cuántica
producido a partir de 1926, desvirtuó completa-
mente esa visión mecánico-clásica del comporta-
miento del electrón. Si el Principio de incerti-
dumbre impide conocer con exactitud la posición
de un electrón en movimiento, menos se podría
establecer la posición del eje del electrón respecto
de un campo externo y el sentido de giro alrede-
dor de ese eje. El momento angular intrínseco del
electrón (y de otras entidades) es real, pero no
existe un modelo de la Física Clásica que pueda
representar su origen de manera aceptable.

 En 1928, Paul Adrien Maurice Dirac (1902 –
1984) desarrolló una forma relativista de mecáni-
ca cuántica que condujo a la conclusión de que
para un electrón hay dos componentes posibles de
momento angular de espín. El vector de momento
angular de espín S es exactamente análogo al
momento angular orbital L y está cuantizado de
manera similar. La magnitud del vector S  es




2
1 h)s(sS (3 – 41)

donde el número cuántico s solo puede tener el
valor +½. La componente Sz del momento angular
de espín a lo largo del eje Z está cuantizado de
manera similar a Lz




2
hmS sz (3 – 42)

pero el número cuántico de espín ms, sólo puede
tener los valores +½.y –½.

   De esta manera, el espín del electrón es un
cuarto grado de libertad que tiene esa partícula.
En el mundo microscópico, además de las coor-
denadas x, y, z, hay que indicar también el espín
ya que las funciones de onda dependen de las co-
ordenadas espaciales, del espín y del tiempo.

Todas las partículas atómicas y subatómicas
tienen un cierto número de espín que puede ser
entero (0, 1, 2, ...) o fraccionario. Aquellas partí-
culas que tienen número cuántico de espín entero
se llaman bosones (pues obedecen a la estadística
de Bose - Einstein) y las que tienen número de
espín fraccionario se llaman fermiones (pues res-
ponden a la estadística de Fermi - Dirac).

3 - 6.- El principio de exclusión de Pauli

Sólo se ha obtenido una solución exacta de la
ecuación de Schrödinger para el átomo de hidró-
geno: un sólo electrón moviéndose en el campo
generado por una carga positiva. En el caso de los
átomos polielectrónicos los distintos métodos
aproximados tienen que tomar en cuenta los cua-
tro números cuánticos del electrón n, , m y ms.
Una regla importante gobierna los números cuán-
ticos permitidos a los electrones de un átomo. Es-
ta regla es el llamado principio de exclusión
enunciado por Wolfgang Pauli en forma restringi-
da en 1924 y luego en forma más general, lo que
le confiere el carácter de postulado de la mecáni-
ca cuántica.

El enunciado más restringido del principio de
exclusión establece que

“En un átomo no pueden existir dos electro-
nes con el mismo estado cuántico”

En el tratamiento de la estructura electrónica
por la aproximación del campo central, cada
electrón es asignado a un orbital especificado por
sus cuatro números cuánticos. De acuerdo con el
principio de exclusión, dos electrones en el mis-
mo átomo no pueden tener los mismos cuatro
números cuánticos.

Consideremos dos electrones A y B  en un
átomo. Cada electrón puede ser indicado por un
grupo de tres coordenadas espaciales (x, y, z) y
una coordenada de  espín  la cual puede tener va-
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lores +½ y –½. Supongamos que se intercambian
las coordenadas espaciales y de espín de ambos
electrones. Si bien los electrones son indistingui-
bles, cuando se produce un intercambio de esta
índole podría ocurrir alguna de estas dos cosas:

a) La función de onda  del sistema sigue
siendo la misma (

b) La función de onda  del sistema cambia de
signo (– 

En el primer caso, se dice que la función es
simétrica  para el intercambio. En el segundo ca-
so, la función  es antisimétrica  para el inter-
cambio

La función de onda total para un electrón pue-
de escribirse como el producto de dos funciones:
una dependiente del espín () y la otra de las co-
ordenadas ().

(x, y, z)

El enunciado del Principio de exclusión de
Pauli (independiente de la aproximación al campo
central y válido para fermiones en general) es el
siguiente

Una función de onda para un sistema de
electrones ha de ser antisimétrica para el inter-
cambio de las coordenadas espaciales  y de es-
pín de todo par de electrones.

Si sólo hay intercambio de coordenadas



Si sólo hay intercambio de espín



De modo que siempre se cumpla

– 

Dicho de otra manera: dos electrones con el
mismo espín3 tienen probabilidad nula de encon-
trarse en el mismo punto del espacio tridimensio-
nal

El enunciado restringido de Pauli (en términos
de números cuánticos) es un caso especial del ca-
so general. Imaginemos dos electrones (1) y (2)
en estados especificados por n1, 1, m1 y ms1  y n2,
2, m2 y ms2. Una función antisimétrica sería

   
   12

21

22221111

22221111

ss

ss

mym,,nmym,,n

mym,,nmym,,n













Si se intercambian (1) y (2), es necesario que
– . Supongamos, sin embargo, que los
cuatro números cuánticos fueran los mismos para
los dos electrones. Entonces esto es, no
puede existir tal estado.

Pauli también demostró que, de acuerdo con la
teoría relativista del campo cuántico, que las fun-
ciones de onda que describen el comportamiento
de fermiones son antisimétricas; mientras que las
funciones de onda de bosones son simétricas. So-
bre esta base, el Principio de exclusión se puede
generalizar:

Una función de onda para un sistema de
fermiones idénticos ha de ser antisimétrica para
el intercambio de las coordenadas espaciales y
de espín de todo par de ellos.

El requisito de simetría o antisimetría de la
funciones de onda también se aplica a los siste-
mas que contienen dos o más partículas compues-
tas idénticas. Así, por ejemplo, una molécula de

3 Por "el mismo" espín, se entiende el mismo valor de ms. El
principio de exclusión de Pauli “obliga” a los electrones con
el mismo espín a permanecer separados uno del otro; por
ello se habla a menudo de una repulsión de Pauli entre los
electrones. Esta "repulsión" no es una fuerza física real, sino
un reflejo del hecho de que las funciones de onda electróni-
cas deben ser antisimétricas con respecto al intercambio.
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16O2 tiene 8 protones y 8 neutrones en cada
núcleo. Tanto el protón como el neutrón son fer-
miones con espín 1/2. Por lo tanto, el intercambio
de dos núcleos de 16O supone el intercambio de
16 fermiones, y lleva consigo la multiplicación de
la función de onda molecular por (– 1)16 = 1. De
manera que la función de onda del oxígeno mole-
cular 16O2 debe ser simétrica con respecto al in-
tercambio de las coordenadas nucleares.

Al analizar el intercambio completo de dos
partículas compuestas idénticas, que contienen j
bosones idénticos y k fermiones idénticos, la fun-
ción de onda se multiplica por (+l)j×(–l)k = (–l)k.
Una partícula compuesta es, pues, un fermión si
contiene un número impar de fermiones, o un
bosón si no es así.

Ejemplo

El Li natural es una mezcla formada por
92,5% de 7Li y 7,5% de 6Li. En el núcleo de 6Li
hay 6 fermiones (3 protones y 3 neutrones) y fue-
ra del núcleo hay 3 electrones. Por lo tanto, el 6Li
es un fermión. En cambio, el 7Li tiene 3 protones
4 neutrones y 3 electrones, y es un bosón.

Cuando se usa el principio variacional para
obtener funciones de onda electrónicas aproxima-
das de átomos y moléculas, el requisito de que la
función variacional de prueba se comporte bien
incluye que sea antisimétrica.

El principio de exclusión de Pauli es de gran
importancia en el estudio de las configuraciones
electrónicas y nucleares de átomos polielectróni-
cos e incluso moléculas.

El Principio de exclusión de Pauli sólo es
aplicable a fermiones. Los bosones requieren una
función de onda simétrica con respecto al
intercambio y no hay restricción alguna en el
número de bosones que pueden ocupar un estado
dado.

En 1925, Einstein demostró que para un gas
ideal cuyas partículas sean bosones no interac-
tuantes, existe una temperatura muy baja Tc (lla-
mada temperatura de condensación) por encima
de la cual la fracción f de bosones que hay en el
estado fundamental es despreciable. Por debajo de
ella, sin embargo, f se hace significativa, y tiende
a 1 a medida que la temperatura absoluta T tiende
a 0. La ecuación que permite calcular f para un
sistema de bosones no interactuantes en una caja
cúbica es f = 1 - (T/Tc)3/2 para T < Tc. 4 El fenó-
meno en el que una fracción significativa de bo-
sones cae al estado fundamental, se denomina
condensación de Bose-Einstein. La condensación
de Bose-Einstein fue importante para determinar
las propiedades del 4He líquido — cuyos átomos
son bosones —  que a temperaturas por debajo de
los 3 K es superfluido y en el cual, las interaccio-
nes interatómicas en el líquido dificultaban el aná-
lisis teórico de sus variables de estado. .

En 1995, los físicos Eric Cornell y Carl Wie-
man consiguieron producir la condensación de
Bose-Einstein en un gas 5. Usaron un gas de áto-
mos de 87Rb. Un átomo de 87Rb tiene 87 nucleo-
nes y 37 electrones. Con un número par (124) de
fermiones, el átomo de 87Rb es un bosón. Usando
una combinación de luz láser y la aplicación de un
campo magnético no homogéneo y radiación de
radiofrecuencias, se consiguió enfriar una muestra
de 104 átomos de 87Rb a una temperatura de 10-7

K, condensándose así una fracción sustancial de
átomos en el estado fundamental. La radiación de
radiofrecuencia se utilizó para eliminar la mayoría
de los átomos que estaban en los estados excita-
dos, dejando un condensado de 2000 átomos,
prácticamente todos ellos en el estado fundamen-
tal. Cada átomo de Rb en este experimento tenía
una energía potencial dada por una función U(x,

4 Ver los detalles en McQuarrie (1973), Sección 10-4]
5 [Physics Today, Agosto 1995, pág. 17; C.E. Wieman,

Am. J. Phys., 64, 847 (1996)] . También en 1995, Wolfgang
Ketterle, del MIT, logró un condensado de átomos de sodio.
Los tres compartieron el Premio Nobel de Física 2001.
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y, z) producida por la interacción del momento
magnético de espín total del átomo y el campo
magnético aplicado. El campo magnético in-
homogéneo aplicado tenía una intensidad tal que
la energía potencial generada sobre los átomos era
equivalente a la de un oscilador armónico tridi-
mensional más una constante, de modo que los
átomos de Rb en el condensado se comportaban
como si se encontrasen en el estado basal de este
oscilador armónico.

Problema:

5. Cuántos electrones pueden ocupar las si-
guientes subcapas: (a) 1s); (b) 3p; (c)  3d y (d) 6g.

Solución:

Para un dado valor del número cuántico azi-
mutal  hay 2+ 1 valores posibles del número
cuántico magnético my, por lo tanto, hay 2 + 1
orbitales. Como para cada orbital pueden existir
hasta 2 electrones (a condición de que sus espines
sean opuestos), la ocupación máxima será 2(2+
1).  Por lo tanto

 2(2 + 1)
(a) 1s 0 2
(b) 3p 1 6
(c) 3d 2 10
(d) 6g 4 18

3 – 7. Determinantes de Slater

En 1929, John Clark Slater señaló que la fun-
ción de onda antisimétrica para un sistema de N
electrones podía escribirse con más comodidad
como un determinante
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121

(3 – 43)

Los subíndices de las funciones  pueden in-
dicar los cuatro números cuánticos que especifi-
can un orbital. Si permutamos dos filas cuales-
quiera, cambia el signo del determinante. Lo que
está de acuerdo con el requisito de la asimetría. Si
un grupo de cuatro números cuánticos llegara a
ser el mismo, por ejemplo a = b, entonces dos fi-
las serían iguales y el determinante se anularía.

   Por ejemplo, para el átomo de helio la fun-
ción de onda de orden cero para el estado funda-
mental es 1s(1)1s(2). Para tener en cuenta el
espín, debemos multiplicar esta función espacial
por una función propia de espín. Analicemos las
funciones propias de espín que son posibles para
los dos electrones. Para indicar que un electrón
tiene una cierta orientación (arbitraria) hacia
“arriba” se suele utilizar el prefijo griego  mien-
tras que para indicar que un electrón tiene la
orientación opuesta (hacia “abajo”) se emplea el
prefijo griego Así  una expresión del tipo (1)
indica que el electrón 1 tiene espín hacia “arriba”
o una expresión (2) indica que el electrón 2 tiene
espín hacia “abajo”. Dado que cada electrón tiene
dos posibles estados de espín, para el átomo de
helio en el estado considerado tenemos, en princi-
pio, las cuatro funciones de espín posibles si-
guientes:

(1)(2) (1)(2) (1)(2)     (2)(1) 

Las funciones tercera y cuarta presentan un
problema: implican distinguir cual de los electro-
nes tiene espín hacia “arriba” y cual hacia “abajo”
lo que es imposible ya que ambos electrones son
idénticos, lo que los hace indistinguibles. Es por
ello que en lugar de emplear dichas funciones se
emplean funciones de espín que son combinacio-
nes lineales normalizadas de ambas del tipo
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2-1/2 [(1) (2)  (2)(1)]

De esta manera se tienen la cuatro funciones
propias de espín normalizadas para los dos elec-
trones del helio en su estado fundamental

(1)(2),

(1)(2),

2-1/2 [(1) (2) + (2)(1)]

2-1/2 [(1) (2) - (2)(1)]

Las tres primeras son simétricas mientras que
la cuarta es antisimétrica.

Corresponde ahora incluir el espín en las fun-
ciones de onda del estado fundamental del helio.
La función espacial 1s(1) 1s(2) es simétrica res-
pecto del intercambio. Pero como el principio de
Pauli establece que la función de onda total, que
incluya el espín, debe ser antisimétrica respecto
del intercambio de los dos electrones, debe multi-
plicarse la función espacial simétrica 1s(1) 1s(2)
por una función de espín antisimétrica. Como solo
hay una función de espín antisimétrica, la función
de onda del estado fundamental de orden cero pa-
ra el átomo de helio que incluye el espín es


1s(1) 1s(2) 2-1/2 [(1) (2) - (2)(1)]

(3 – 44)

Como la configuración del estado fundamental
(1s)2 del helio incluye los orbitales-espín 1s y
1sel determinante de Slater puede escribirse

         
       221221

111111
2

10





ss
ss (3 – 45)

cuyo desarrollo nos muestra que es equivalente a
la (3 – 44)

A menudo se emplea una notación abreviada
para escribir los determinantes de Slater. En lugar

de escribir  y  para las funciones de espín, se
suele poner una barra sobre la función espacial
para indicar la función de espín  mientras que la
función espacial sin barra indica que el factor de
espín es .

Con esta notación abreviada el determinante
(3 – 45) toma la forma

     
   2121

1111
2

10

ss
ss

He 

Como el determinante queda indicado por la
diagonal principal, la notación se simplifica aún
más escribiendo los orbitales con su configura-
ción de espín de la diagonal principal entre barras.
Para el caso del helio se escribe

     21110 ssHe 

Para el átomo de litio la función se puede es-
cribir

  sss
Li

2110 

Debemos remarcar que las funciones i  del
determinante de Slater (3 - 43) dependen sola-
mente de una coordenada electrónica (o sea de las
coordenadas correspondientes a una sola partícu-
la, el electrón) y se denominan espín - orbitales.
Estos espín - orbitales dependen de las tres coor-
denadas espaciales y una coordenada de espín co-
rrespondiente a un electrón. Cuando no se incluye
el espín estas coordenadas se llaman orbitales.

Problema:

6. Escriba la función de onda determinantal
normalizada de Slater para el berilio en su confi-
guración 1s22s2

Solución:
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La configuración puede escribirse

Be: 1s22s2 = 1s s1  2s s2

Para un sistema de n electrones debe cons-
truirse un determinante de n × n con un factor de
normalización (n!)–1/2

Como el berilio tiene n = 4 electrones

       
       
       
       42322212

42322212
41312111
41312111

4
1

ssss
ssss
ssss
ssss

!


3 - 8. Acoplamiento L - S en átomos polie-
lectrónicos

En general, hay diversas posibilidades de
asignar electrones a varios orbitales, particular-
mente cuando se trata de un conjunto de orbitales
degenerados. Los orbitales podrían considerarse
como “cajas”. Cada orbital estaría conformado
por dos “cajas” correspondientes a los dos valores
diferentes del espín electrónico. Esta es otra ma-
nera de decir que cada orbital puede “contener”
dos electrones en tanto que los valores de sus
momentos magnéticos de espín (ms) sean diferen-
tes. De esta manera cada “caja” viene descripta
por dos números cuánticos; my ms. El problema
de disponer n electrones en un conjunto de r orbi-
tales degenerados, es equivalente al de plantear
cuántas maneras diferentes son posibles para dis-
poner n objetos indistinguibles entre j cajas, don-
de j podría ser igual a 2r. La solución viene dada
por la expresión:

Número de maneras =  !nj!n
!j


Ejemplo:

Hay 15 maneras diferentes de ubicar dos elec-
trones en orbitales p ya que j = 6 y n = 2 de modo
que 6!/(2! X 4!) = (6 x 5)/2 = 15

Problema:

7. ¿Cuántas maneras habrá de ubicar 6 electro-
nes en un conjunto de orbitales f ?

Solución:

Como hay 7 orbitales f para cada valor de n y en
cada orbital puede haber dos electrones, el pro-
blema se reduce a establecer de cuantas maneras
pueden ordenarse 6 elementos idénticos en 14 po-
siciones equivalentes. Por consiguiente

Número de maneras =  !!
!

6146
14


= 3003

Recordamos que para el hidrógeno, todos los
orbitales con el mismo valor de n tienen la misma
energía. Pero esto es sólo válido para el hidrógeno
y los hidrogenoides. En átomos polielectrónicos,
los orbitales con el mismo valor de n pueden tener
energías diferentes. ¿Cómo podemos decidir cuál
(o cuáles) de esas disposiciones corresponden al
estado de menor energía? Para ello debemos ana-
lizar como se acoplan entre sí los momentos an-
gulares orbitales de los distintos electrones para
producir un momento angular total. El proceso se
repite para los momentos angulares de espín. La
disposición que da la menor energía será aquella
para la cual el momento angular de espín tenga el
valor más alto y dentro de ese grupo la que tenga
el mayor momento angular orbital total. Esta dis-
posición será consistente con el principio de ex-
clusión de Pauli y lleva a establecer lo que se co-
noce como la regla de máxima multiplicidad de
Hund.
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El proceso es muy directo cuando interesa sólo
la distribución electrónica que corresponde al es-
tado de menor energía, es decir, el estado funda-
mental.

Ejemplo:

Si consideramos las distintas distribuciones po-
sibles para 3 electrones en un conjunto de orbita-
les d. Como hay 5 orbitales d para cada nivel de
energía, y cada uno de ellos admite dos electro-
nes, habrá 10!/(3! X 7!) = 120 distribuciones dife-
rentes. ¿Cuál de ellas corresponde al estado de
menor energía?

Para ello le asignamos a cada orbital un valor de
ml y los representamos

____ ____ ____ ____ ____
ml 2 1 0 -1 -2

El valor del espín total S surgirá de aquella
combinación de números cuánticos individuales
ms que tenga el valor máximo. Como ms  puede
tomar valores ½ o – ½, elegimos los tres valores
positivos, de modo que S = 3/2. El valor total de L,
se obtiene de sumar los valores individuales de m

que nos dan el valor más alto, consistentes con
que todos los electrones tengan el mismo espín.
Esto se cumple ubicando un electrón en el orbital
para el cual m=2 otro en el orbital para el cual m

=1 y el tercero en el orbital para el cual m= 0.

__X__ __X__ __X__ ____ ____
m

2 1 0 -1 -2

Por lo tanto, L es igual a 3. Esta disposición de
menor energía tiene S = 3/2 y L = 3. Cuando S es
3/2  Ms, la proyección de S sobre el eje z puede ser
3/2, ½ ,– ½ o 3/2. Esto es, hay 4 valores posibles
para Ms. En general, el número de valores posi-
bles para Ms es 2S+1. Análogamente, cuando L =
3 hay 2L + 1 valores posibles para M, la proyec-
ción de L sobre el eje z. En nuestro caso, para 3
electrones en orbitales d, habrá 2 × 3 + 1 = 7 valo-

res posibles para M. El número total de disposi-
ciones que contribuyen al estado de menor energ-
ía se obtiene multiplicando el número total de va-
lores de Ms por el número total de valores de
Men este caso

   (2L+1) × (2S+1) = 7 × 4 = 28

Ese estado se describe mediante en símbolo

2S+1L

En esta notación el valor 2S + 1 se coloca como
superíndice a la izquierda y, siguiendo la notación
espectrográfica, el valor de L se representa me-
diante una letra. Esas letras son

L 0 1 2 3 4 5 6 7 8
letra S P D F G H I J K

De esta manera, el estado fundamental de nues-
tro sistema se representa mediante el símbolo 4F

Problema:

8. ¿Qué información suministra el símbolo 1D2
acerca del momento angular de un átomo?

Solución:

La letra D indica que L = 2. El superíndice 1
es el valor de 2S + 1, o sea que S = 0 y el subíndi-
ce 2 es el valor de J.  Por lo tanto L = 2  S = 0  J
= 2

En el caso que comentamos en el ejemplo ante-
rior, 3 electrones en orbitales d (o d3), hay 120
maneras de disponer esos 3 electrones en los 5
orbitales d. Hemos visto que 28 de ellos contribu-
yen al estado fundamental y, por lo tanto, todas
estas configuraciones tienen que tener energía si-
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milar. ¿Qué ocurre con el resto? Esas distribucio-
nes corresponden a diversos estados excitados.

Lo que hemos visto hasta aquí, se llama esque-
ma de acoplamiento, en particular hemos realiza-
do el llamado acoplamiento L- S o de Russell -
Saunders. Este esquema se usa para muchos ele-
mentos, especialmente para los elementos con Z 
40, pero no es estrictamente correcto para elemen-
tos de números atómicos altos.  Hemos acoplado
momentos orbitales con momentos orbitales y
momentos de espín con momentos de espín. Dado
que ambos son momentos angulares, podemos
considerar acoplarlos juntos en un llamado “aco-
plamiento espín – órbita”. Esto se hace mediante
el acoplamiento de L con S.

El momento angular electrónico total de un
átomo ( J


) es el vector suma de los momentos

angulares orbital y de espín electrónicos totales
SLJ


 . El operador Ĵ para el momento angu-
lar electrónico total conmuta con el hamiltoniano
del átomo de manera que se puede caracterizar un
estado atómico mediante un nuevo número cuán-
tico J. El acoplamiento es tal que los valores de J
varían desde L + S, L + S-1, ... hasta L – S

En el ejemplo que estamos usando, los valores
posibles de J serían 9/2, 7/2, 5/2 y 3/2. Esos estados
se designan mediante la expresión general

2S+1LJ

El valor particular de esta expresión para un
estado electrónico dado, se conoce como “símbo-
lo de término” (term symbol, en inglés).

La cantidad 2S + 1 se llama multiplicidad de
espín electrónico o, simplemente, multiplicidad.
Si L  S la multiplicidad de espín da el número de
niveles que se originan en un término dado. Para
L< S los valores de J van desde S + L hasta S – L
y son, en total, 2L + 1.

Cuando los valores de 2S + 1 son 1, 2, 3, 4, 5,
6, ...,  se usan las palabras singlete, doblete, triple-
te, cuartete, quintete, sextete, ... para designar la

multiplicad de espín. El símbolo 3P1 se lee “triple-
te P uno”

Volviendo a nuestro ejemplo, los estados son
4F9/2, 4F7/2, F5/2 y 4F3/2. La degeneración de cada
estado escrita de esta manera es 2J + 1. Estos es-
tados tienen energías ligeramente diferentes. El
cálculo combinatorio permite demostrar que los
cuatro estados 4F tienen degeneraciones 10, 8, 6 y
4, esto es, las 28 configuraciones mencionadas
anteriormente.

Para números atómicos bajos las diferencias
de energías entre estados con el mismo  valor de
2S + 1, es decir, con la misma multiplicidad, se
pueden omitir. Pero esa diferencia entre ellos au-
menta a medida que aumenta el número atómico.
Para la mayoría de los propósitos, cuando se ana-
lizan los elementos de la primera serie de transi-
ción se suele ignorar la parte J del acoplamiento y
se escribe el estado basal como 4F. Estudios más
detallados concluyen que si el conjunto de orbita-
les tiene menos de la mitad de los electrones po-
sibles, el menor valor de J da la menor energía y
si el número de electrones es más de la mitad de
los que pueden admitir los orbitales, la menor
energía corresponde al mayor valor de J. En nues-
tro ejemplo, el estado fundamental para el caso d3

sería aquel para el cual 4F3/2

Problemas:

9.  Un grupo de términos relacionados tienen
el símbolo de término común 2P

a) Cuáles son los símbolos completos para
este multiplete?

b) En ausencia de campos magnéticos,
¿Cuántos niveles de energía existen para este mul-
tiplete?

Solución:

      a) s = 1/2
2s+1 = S = 2
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J = 1/2, 3/2

2P1/2 y 2P3/2

b)  Para este multiplete existen 2 niveles de
energía

10. Establezca el símbolo para el estado ba-
sal de cada uno de los siguientes átomos

a)  Na (1s22s22p63s)

b) P (1s22s22p63s23p3)

c) Ne (1s22s22p6)

d) Ti (1s22s22p63s23p64s23d2)

Solución:

a) S = ½
2S+1 = 2
L = 0
J = 1/2
2S1/2

b) S =½+ ½ +½= 3/2
 2S+1 = 4
L= 1 + 0 –1 = 0
J = 3/2
4S3/2

c) S = 0
2S+1 = 1
L = + 2 + 0 – 2 = 0
J = 0
1S0

d) S = ½ + ½ = 1
2S+1 = 3
L = 2 + 1 = 3
J = 2
3F2

En el acoplamiento de Russell – Saunders se
supone que cada electrón en un átomo tiene

números cuánticos propios. En rigor, no es co-
rrecto que en un átomo polielectrónico cada
electrón tenga números cuánticos propios.

Dada la configuración electrónica de un áto-
mo, habrá un conjunto de estados cuánticos cada
uno de ellos caracterizado por L, S y J. J recibe
también el nombre de interacción espín - órbita
(SO). Debemos destacar que la fuerza de esta in-
teracción es mucho menor que la interacción elec-
trostática electrón - núcleo.

Teniendo en cuenta la interacción espín –
órbita, el hamiltoniano para un sistema de n elec-
trones es


 











n

i

n

ji
SO

ij

n

i i
i Ĥ

r
e

r
Ze

m
Ĥ

1

2

1

2
2

2

2


donde el primer término del segundo miembro se
refiere a la interacción electrón - núcleo, el se-
gundo término se refiere a las interacciones
electrón - electrón y el tercero a la interacción
espín - órbita. El valor medio de SOĤ  es una fun-
ción de L, S y J.

 SOĤ  =(J, L, S)

La interacción espín - órbita es la responsable
del desdoblamiento de las rayas en la estructura
fina del espectro, dando dobletes, tripletes o mul-
tipletes. Así por ejemplo, en el espectro del sodio
el doblete correspondiente a las rayas de 5890 Å y
5896Å se debe al efecto del SOĤ

Existe otra manera de estimar la relación entre
las rayas espectrales y el acoplamiento espín orbi-
ta de los electrones. Es el llamado acoplamiento j-
j de electrones equivalentes o, simplemente
acoplamiento j-j. En él se acoplan los valores de
m y ms de cada electrón individual para dar el
valor correspondiente de ji. Luego, todos los
valores de los ji se acoplan para dar el valor de J.
Este método se usa en los cálculos de Mecánica
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do se usa en los cálculos de Mecánica Cuántica
relativista y da mejores resultados que el acopla-
miento L – S cuando Z > 40.

La mayor parte de los núcleos atómicos tam-
bién poseen espín, pero sus momentos magnéticos
son muchísimos menores que los que correspon-
den a los espines de los electrones. Esto se debe a
que la masa del protón es casi 2000 veces mayor
que la del electrón. Por esta razón, los campos
magnéticos nucleares son muy débiles.

Los campos magnéticos nucleares producen
una estructura fina en las líneas espectrales y se-
paran aún más los niveles de energía atómicos. La
separación de las líneas espectrales que generan
los núcleos y los electrones depende de las orien-
taciones relativas entre los momentos magnéticos
nucleares y los electrónicos, lo cual implica dife-
rentes energías de interacción. El patrón de nive-
les de energía que se obtiene, y las líneas espec-
trales correspondientes, se llama estructura
hiperfina.

3- 9.  Regla de Hund (Máxima multiplicidad)

Se usa para determinar el estado de menor
energía entre los diversos términos que surgen de
una configuración electrónica.

1) El estado de mayor valor de S es el estado
de menor energía. La energía aumenta a
medida que S disminuye.

2) Para estados con el mismo valor de S, el es-
tado con mayor valor de L es el que tiene el
menor valor de energía.

3) Para estados con los mismos valores de S y
L si la subcapa tiene menos de la mitad del
número máximo de electrones, el estado
con menor valor de J es el de energía más
baja.

Con algunas excepciones, esta regla es válida
para las configuraciones de los estados basales de
los átomos, pero no necesariamente se cumple
para estados excitados.

Como en un estado degenerado la máxima
multiplicidad se alcanza cuando en cada uno de
esos orbitales hay un electrón con ms = ½, la regla
de Hund se suele expresar:

La distribución más estable de electrones
en los subniveles es aquella que tenga mayor
número de espines paralelos (+½)

Problema:

11. La configuración electrónica del catión
Ni2+  es 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d8 ¿Cuáles son los va-
lores posibles del número cuántico total de espín
S? ¿Cuál es valor máximo de L? ¿Cómo se sim-
boliza ese estado?

Solución:

La configuración electrónica del catión Ni2+ se
puede abreviar [Ar] 3d8. Todas las subcapas, ex-
cepto la 3d están completas, es decir tienen todos
sus electrones apareados, y por lo tanto no tienen
espín neto. Aplicando la Regla de Hund a los
electrones 3d se encuentra hay sólo dos electrones
desapareados, que podemos representar

 Los electrones apareados del subnivel 3d no
contribuyen al espín total, por lo que solo debe-
mos considerar los espines de los electrones céli-
bes ms1 = ½ y ms2 = ½. Para adjudicar los valores
de S debemos partir de

S = (ms1 + ms2), … , (ms1 – ms2). Luego S = 1, 0

Consideramos que hay dos electrones en el
orbital para el cual m = 2,  dos electrones en el
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orbital para el cual m = 1, dos electrones en el
orbital para el cual m = 0, un electrón en el orbi-
tal para el cual m = -1 y un electrón en el orbital
para el cual m = -2. Por lo tanto el valor total de
L será 4 + 2 + 0 – 1 – 2 =  3

En este ejemplo los dos espines de los electro-
nes célibes son ½. Por lo tanto S = 1 y

J = L + S = 4.

El símbolo para este estado será:

3F4

3 - 10. Regla del Aufbau

Imaginemos un experimento hipotético en el
cual tenemos un núcleo con Z protones y N neu-
trones y, mediante algún artificio, le agregamos
uno a uno Z electrones hasta obtener un átomo
neutro. Como es un principio aceptado que todo
sistema tiende espontáneamente hacia el estado de
menor energía compatible con las condiciones
limitantes, a medida que los vamos agregando, los
electrones tienden a adquirir la configuración que
haga mínima la energía del átomo. En ese proce-
so, el primer electrón ocuparía el nivel energético
1s. El segundo electrón ocuparía también ese ni-
vel a condición que su espín sea opuesto al que
tiene el primer electrón tal como lo establece el
Principio de exclusión de Pauli. Colmada la capa-
cidad del nivel energético para el cual n = 1, el
electrón siguiente ocuparía el nivel 2s, el cuarto
también pero con espín opuesto. Hay 3 orbitales
2p degenerados. La regla de Hund nos dice que el
estado de menor energía es el que corresponde al
mayor valor de S, por lo tanto los primeros 3 elec-
trones que incorporemos ocuparán cada uno de
ellos un orbital 2p distinto y todos tendrán ms = ½.

Una vez que están todos los orbitales “ocupados”,
cada uno por un electrón, los siguientes 3 electro-
nes se irán apareando con espín – ½.

La evidencia experimental corrobora la regla
de Hund. El oxígeno (Z = 8) tiene 8 electrones,
cuya configuración podemos escribir 1s2  2s2 2p4.
Si los cuatro electrones 2p estuvieran apareados
en dos orbitales, el momento magnético de espín
del átomo sería nulo. Sin embargo, los átomos de
oxígeno tienen comportamiento paramagnético lo
que revela que, aún en el estado fundamental, tie-
nen electrones desapareados. Esto se explica so-
bre la base de la regla de Hund asignando la si-
guiente configuración: 1s2  2s2 2px

2 2py
1 2pz

1 con
los espines +½ en los orbitales 2py y 2pz

3 – 11. Configuración electrónica y Tabla
Periódica

Entre fines de la década de 1920 y principios
de la siguiente, los métodos aproximados para es-
tablecer configuraciones electrónicas permitieron
correlacionar estas configuraciones con el orde-
namiento empírico de los elementos según sus
propiedades físicas y químicas, que habían des-
arrollado en el siglo anterior Dimitri Ivanovich
Mendelejeff y Julios Lothar Mayer.

Los métodos empleados inicialmente
consistían en escribir una función de onda
aproximada que le asignaba electrones a espín-
orbitales hidrogenoides. En cada orbital, la carga
nuclear era sustituida por un parámetro variacio-
nal que representa una carga nuclear efectiva Zefect
que daba cuenta del apantallamiento electrónico.
Para satisfacer el principio de Pauli, la función de
onda se escribía como un determinante de Slater.
Para algunos estados atómicos, la función de onda
tuvo que escribirse como una combinación lineal
de varios determinantes de Slater.

Como un electrón tiene dos posibles estados
de espín ( o ), el principio de exclusión requie-
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re que no haya más de dos electrones que ocupen
el mismo orbital en un átomo o molécula. Dos
electrones en el mismo orbital deben tener espines
antiparalelos, (se dice que los electrones están
apareados). Un conjunto de orbitales con el mis-
mo valor n y el mismo valor de  constituye una
subcapa. Las subcapas más bajas son 1s, 2s, 2p,

3s,... Una subcapa s tiene  = 0 y m = 0, por lo
que sólo puede contener como máximo dos elec-
trones sin violar el principio de exclusión. Una
subcapa p tiene  = 1 y tres valores posibles de
m: -1, 0, +1; por eso una subcapa p puede conte-
ner hasta 6 electrones; las subcapas d y f tienen
una capacidad máxima de 10 y 14 electrones, res-
pectivamente.

La fórmula para la energía de un átomo hidro-
genoide puede modificarse para aproximar, de
una forma grosera, la energía E de un orbital ató-
mico dado como

eV,
n

Z
E efect 6132

2



donde n es el número cuántico principal y la carga
nuclear efectiva Zefect  es diferente para las distin-
tas subcapas en el mismo átomo. Se suele expre-
sar Zefect = Z - s, donde Z es el número atómico y s
es la constante de apantallamiento para una sub-
capa determinada que es la suma de las contribu-
ciones electrostáticas de los otros electrones pre-
sentes en el átomo.

En 1955, Richard Latter6 calculó las energías
orbitales aproximadas para los átomos de los ele-
mentos en el orden creciente de su ordenación en
la Tabla Periódica, reemplazando un cálculo muy
complicado del método Hartree – Fock por una
función sencilla obtenida a partir del método de
Thomas – Fermi – Dirac, un método que utiliza
las ideas de la Mecánica Estadística para obtener

6 Phys. Rew.99, 510 (1955)

aproximaciones a las funciones de energía poten-
cial efectivas para el electrón, así como para cal-
cular la densidad de probabilidad electrónica en
un átomo. En la Figura 3 – 3, se representan las
energías orbitales calculadas por Latter para los
estados fundamentales de los átomos neutros.

Figura 3 – 3.- Energías de los orbitales atómi-
cos en función de Z para átomos neutros en estado
fundamental, en escala logarítmica. Expresada por
M. Kasha a partir del trabajo de R. Latter. (EH = -
13,6 eV)

Las energías de los orbitales atómicos calcu-
ladas por Latter concuerdan bastante bien tanto
con las calculadas por el método Hartree – Fock
como con los resultados experimentales.

Las energías orbitales cambian con el número
atómico Z. Al aumentar Z la energía del orbital
disminuye debido al aumento de la atracción entre
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el núcleo y los electrones. Esta disminución es
mucho más marcada para los orbitales internos.

Para el hidrógeno y los iones hidrogenoides,
todos los orbitales con el mismo valor del número
cuántico n tienen la misma energía. Pero para Z >
1, los orbitales con el mismo número cuántico n
pero con distinto valor de  tienen distinta
energía. Por ejemplo, cuando n = 3 se encuentra
que E3s < E3p < E3d. Mientras que en el átomo de
hidrógeno estos niveles están triplemente degene-
rados, en los átomos con Z > 1, se produce un
desdoblamiento debido a las repulsiones inter-
electrónicas. Sin embargo, cuando Z es muy
grande los orbitales con el mismo valor de n tien-
den a estar degenerados, debido a que las repul-
siones interelectrónicas son despreciables frente a
la atracción nuclear que experimentan esos elec-
trones.

En las ordenadas de la Figura 3 – 3, se repre-
senta la raíz cuadrada de la energía relativa de un
átomo respecto a la del hidrógeno. Debido a que
la carga nuclear Zefect para los electrones 1s del
neón (Z = 10) es casi 10 veces mayor que la del
electrón 1s del hidrógeno, la energía E1s del orbi-
tal 1s para el Ne es — en valor absoluto —
aproximadamente 100 veces la energía E1s del H.

Para la mayor parte de los valores de Z, los
orbitales 3s y 3p están mucho más próximos entre
sí que los orbitales 3p y 3d, lo que “explica” la
estabilidad de configuraciones ns2 np6, donde los
superíndices indican el número de electrones en
cada subcapa, sobreentendiéndose cuado el super-
índice es 1. Se observa también que la relación
entre las energías de algunos orbitales cambia con
Z. En el átomo de hidrógeno, el orbital 3d tiene
menor energía que el 4s, pero para valores de Z
comprendidos entre 7 y 20 el orbital 4s tiene me-
nor energía que el 3d. En cambio, para valores
grandes de Z el orbital 3d tiene menor energía que
el 4s.

La configuración del estado fundamental del
Li es 1s2 2s. Puede esperarse que el Li pierda

fácilmente un electrón (el electrón 2s tiene mucho
menor energía) para formar el ion Li+, y este es el
comportamiento químico observado.

Las configuraciones de los estados fundamentales
del berilio y del boro son 4Be: 1s22s2 y 5B:
1s22s22p. Para el carbono, la configuración del
estado fundamental es 6C: 1s22s22p2. En la Sec-
ción 3 – 8 se vio que, para estados degenerados,
son posibles diversas configuraciones electróni-
cas. Para el estado fundamental del carbono
(1s22s22p2), la regla de Hund nos dice que el
término más bajo tendrá los dos espines 2p para-
lelos:

La ubicación de los dos electrones 2p en orbi-
tales diferentes minimiza la repulsión electrostáti-
ca entre ellos. La subcapa 2p se completa en el
10Ne, cuya configuración electrónica es 1s22s22p6

Al igual que el helio, el neón no forma compues-
tos químicos estables.

La configuración del sodio en el estado fun-
damental es 1s22s22p63s, y sus propiedades físicas
y químicas se asemejan a las de su predecesor en
el grupo 1 de la tabla periódica: el Li (cuya confi-
guración del estado fundamental es 1s22s). De es-
ta manera, la ordenación de los elementos en la
tabla periódica resulta ser una consecuencia de la
forma y ordenación de los orbitales hidrogenoi-
des, de los números cuánticos permitidos y del
principio de exclusión.

El tercer período termina con el Ar, cuya con-
figuración del estado fundamental es
1s22s22p63s23p6 y que, por comparación con la del
neón puede escribirse [Ne] 3s23p6.
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Para el potasio (Z = 19) el orbital 4s tiene me-
nor energía que el 3d. (Figura 3 – 3). Por ello, la
configuración electrónica del nivel fundamental
del 19K es 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 4s.  De manera simi-
lar al potasio, en el estado fundamental del átomo
de calcio la subcapa 4s cae por debajo de la 3d y
la configuración electrónica basal del 20Ca es
1s22s22p63s23p64s2. La subcapa 3d comienza a
llenarse, para Z = 21, dando la primera serie de
los elementos de transición. En el estado funda-
mental del cinc, la subcapa 3d se completa con 10
electrones y la configuración electrónica del 30Zn
es [Ar]3d104s2 — el nivel energético 3d es ahora
más bajo que el 4s. El cuarto período se completa
con el criptón cuya configuración electrónica ba-
sal es [Ar] 3d104s24p6.

Las tierras raras (lantánidos) y actínidos en los
períodos sexto y séptimo corresponden al llenado
de las subcapas 4f y 5f.

El orden de llenado de las subcapas en la tabla
periódica viene dado por la regla n + : las subca-
pas se llenan en orden creciente a los valores n +
; para subcapas con los mismos valores de n + 
el que tiene el n más bajo se llena primero.

Niels Bohr fue quien racionalizó la tabla periódica
en términos de ocupación de los niveles de energ-
ía atómicos, y la forma familiar de la tabla perió-
dica larga se debe a él.

Para un análisis más profundo sobre la confi-
guración electrónica de los átomos e iones de los
metales de transición, pueden verse L. G. Van-
quickenborne et al, J. Chem. Educ, 71, 469
(1994); Levine (2000), sec. 11.2.

3 – 12. El método del campo autoconsisten-
te de Hartree – Fock

Para describir explícitamente el movimiento
de cada electrón y sus interacciones de Coulomb
con todas las demás partículas cargadas eléctri-

camente presentes en el sistema que se estudia,
siempre puede escribirse un operador mecánico
cuántico hamiltoniano “exacto”. Sin embargo, la
función de onda correspondiente sólo puede obte-
nerse con exactitud para el átomo de hidrógeno.
Con una excelente aproximación se obtienen las
funciones de onda para átomos hidrogenoides.
Mediante procedimientos variacionales se han
calculado funciones de onda con muy buenas
aproximaciones para los átomos de helio y de li-
tio. Para átomos con número atómico elevado, o
moléculas sencillas, el método de Hartree - Fock
suministra la aproximación más simple posible
para obtener funciones de onda. A partir del
método original desarrollado por Douglas Rayner
Hartree en 1928 y mejorado por Vladimir
Alexandrovich Fock en 1930, se han propuesto
una variedad de maneras de obtener funciones de
onda aproximadas a partir de un hamiltoniano
exacto para especies polielectrónicas. Esos méto-
dos se conocen genéricamente como “métodos
Hartree – Fock”, son “ab initio” y se usan am-
pliamente en Química Cuántica.

Para explicar estos métodos supondremos que
tenemos un átomo polielectrónico neutro, Z = n,
cuyo núcleo tiene una masa infinitamente mayor
que los electrones. El hamiltoniano para ese áto-
mo será del tipo
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(3 – 46)

En este hamiltoniano tenemos tres sumatorias. La
primera contiene los operadores para la energía
cinética de los n electrones, la segunda expresa la
energía potencial resultante de las atracciones en-
tre los electrones y el núcleo de carga y la tercera
expresa la energía potencial resultante de las re-
pulsiones interelectrónicas (usamos la restricción
j > i, que impide tomar en cuenta dos veces la
misma repulsión interelectrónica).  Precisamente
es este último término el que impide la resolución
exacta de la ecuación de Schrödinger. Si despre-
ciamos este término, la ecuación podría separarse
en n ecuaciones de un electrón hidrogenoide para
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obtener una función de onda de orden cero como
producto de n orbitales (de un electrón) hidroge-
noides.

),,r(),,r(),,r( nnnn
)(  fff 22221111

0

(3 – 47)

donde los orbitales hidrogenoides son

    ,YrR m
m



 f (3 – 48)

Si en cada uno de los orbitales incluyésemos
dos electrones de espín opuesto, siguiendo el
principio de exclusión de Pauli, obtendríamos la
configuración del estado fundamental.

La función de onda aproximada (3 – 47) tiene
cierta utilidad cualitativa pero deja mucho que
desear en cuanto a su precisión cuantitativa, entre
otras causas debido a que para el cálculo de todos
los orbitales se considera la carga nuclear total Z.
Una manera de lograr una mejor aproximación
consiste en emplear diferentes números atómicos
efectivos para los distintos orbitales teniendo en
cuenta el efecto de apantallamiento de los electro-
nes. Si bien el empleo de números atómicos efec-
tivos produce una considerable mejora, la función
de onda dista todavía bastante de ser precisa ya
que se está despreciando los efectos de la repul-
sión entre los electrones.

La siguiente etapa consiste en elegir una fun-
ción variacional que tenga la misma forma que la
(3 - 47) pero que  no esté restringida al uso de or-
bitales hidrogenoides o de ninguna otra forma
particular. La manera usual consiste en proponer
una función de onda del tipo

     nnnn ,,rg,,rg,,rg  22221111

(3 – 49)

y tratar de encontrar las funciones g1, g2, ...gn que
minimizan la integral variacional








d*

dĤ*

En el método variacional más simple se esco-
ge una función de prueba que incluye varios
parámetros y se van modificando esos parámetros
para tratar de encontrar un valor teórico de la
energía que se aproxime cada vez más al valor
experimental. En este caso deben variarse las fun-
ciones gi para minimizar la integral variacional.
Así y todo, la ecuación (3 - 49) será siempre una
ecuación aproximada. A diferencia del caso del
átomo de hidrógeno, la ecuación de Schrödinger
no es separable, de modo que la verdadera fun-
ción de onda no puede escribirse como producto
de n funciones de un electrón.

Calcular las funciones de onda (3 - 49) para un
átomo polielectrónico es una tarea muy complica-
da. Por ello se simplifica aproximando los mejo-
res orbitales posibles por medio de orbitales que
son el producto de un factor radial, hi(ri) por un
armónico esférico,  ii

m ,Y 

   ii
m

iii ,Yrhg  


(3 – 50)

Esta aproximación es la que generalmente se
emplea en cálculos atómicos.

El procedimiento para el cálculo de gi fue in-
troducido inicialmente en forma casi intuitiva por
Hartree en 1928, y recibe el nombre de método
del campo autoconsistente (abreviado SCF, por
self-consistent-field). La demostración de que el
método de Hartree da la mejor función de varia-
ción de la forma (3 - 49) fue realizada por Fock y
Slater en 1930 quienes introdujeron en el método
de Hartree la restricción del Principio de Exclu-
sión.

El procedimiento de Hartree consiste es-
quemáticamente en lo siguiente:
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Se plantea una función de onda, 0, que tenga
la forma de producto de n funciones normalizadas
correspondientes a los n electrones

     nnnn ,,rs,,rs,,rs  222211110

(3 – 51)

cada si es del tipo de la (3 – 50), es decir, es una
función normalizada de r multiplicada por un
armónico esférico. En una primera etapa se elige
0 como producto de n orbitales hidrogenoides
con números atómicos efectivos Zefect.

Luego se analiza el comportamiento de cada
electrón considerando que los demás tienen una
distribución uniforme y fija. Así, por ejemplo, pa-
ra el electrón 1 se considera que los electrones 2,
3, ..., n  forman una distribución estática de carga
eléctrica a través de la cual se mueve el dicho
electrón 1, con lo que se está promediando las in-
teracciones instantáneas entre el electrón 1 y los
demás electrones.

La energía potencial entre dos cargas puntua-
les q1 y q2 está dada por

21

21
21

,
, r

qqU 

Sea q1 = - e1 y q2 la carga de los electrones 2,
3, ..., n  que presentan una distribución continua
de carga. Llamando 2 a la densidad de la carga
q2, la carga infinitesimal dq2 en un volumen d2
será 2 d2.

La carga q2 puede escribirse

222   dq

Por lo tanto, la interacción entre la carga q1(=
-e1) y la carga q2 hace que la energía potencial sea

2
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,
, (3 – 52)

Para la función (3 - 51) la densidad de proba-
bilidad del electrón i es si2. Por lo tanto, para el
electrón 2 (con carga - e) la densidad de carga de
la nube de carga hipotética es

2
22 se (3 – 53)

y la energía potencial será
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Sumando las interacciones con los otros electro-
nes se tiene
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La energía potencial de la interacción entre el
electrón 1 y los otros electrones  y el núcleo será
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(3 – 56)

Además de considerar a la función de onda 0
como producto de orbitales de un solo electrón se
hace una nueva aproximación consistente en con-
siderar que el potencial efectivo que actúa sobre
un electrón en un átomo polielectrónico es sólo
función de r. Para ello se promedia  111  ,,rU
para los ángulos y se encuentra una expresión de
la energía potencial que sólo depende de r1. Esta
expresión es del tipo
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De este modo U(r1) se puede introducir como
energía potencial en una ecuación de Schrödinger
de un solo electrón:
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de la que se obtiene t1(1) que es un orbital mejo-
rado para el electrón 1. 1es la energía del
electrón 1 (aproximada, en esta etapa). Como la
energía potencial dada por la (3 – 57) tiene si-
metría esférica, el factor angular de t1(1) es un
armónico esférico que implica los números 1 y
m1. Se obtiene un conjunto de soluciones R(r1)
que corresponden a todos los posibles valores de
1 entre los valores límites de r1 (0 y ). Del con-
junto de soluciones R(r1) elegimos la que corres-
ponde al orbital que estamos tratando. Si electrón
1 es un electrón 1s de la configuración 1s2 2s2 2p
del boro, U(r1) se calcula a partir de un electrón
1s dos electrones 2s y un electrón 2p y mediante
la (3 – 49) se obtiene un orbital 1s mejorado.

Estimada t1(1) se procede a buscar un orbital
mejorado para el electrón 2. A este electrón se lo
considera como moviéndose en una nube de carga
de densidad producida por los demás electrones

        22
4

2
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2
1 431 nsssre n 

Se calcula la energía potencial efectiva U(r2)
para el electrón 2 como en el caso del electrón 1 y
se resuelve la ecuación de Schrödinger como en el
caso anterior. Se obtiene así otro orbital mejorado
t2(2). Se continúa este proceso hasta tener una se-
rie de orbitales mejorados para los n electrones.
Logrado esto se vuelve al electrón 1 y se repite el
proceso obteniéndose una nueva serie de orbitales
mejorados. El proceso se repite hasta que entre

dos iteraciones sucesivas no se obtengan cambios.
El conjunto final de orbitales da las funciones de
onda autoconsistentes de Hartree.

Como en el cálculo de i se incluye la energía
potencial debida a la repulsión electrónica, la i
tendría en cuenta cada repulsión electrónica dos
veces. Es por ello que para evitar esta duplica-
ción, al calcular la energía total E se le resta a la
sumatoria de las i  un factor que representa a la
mitad de las energías debidas a la interacciones
interelectrónicas. Se puede deducir que la expre-
sión de la energía total es del tipo
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(3 – 59)

Las integrales del segundo miembro de la (3 –
59) se llaman integrales de Coulomb y se las sue-
le representar mediante el símbolo Jij, de modo
que la ecuación anterior puede escribirse
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(3 – 60)

De esta manera, mediante el método de Har-
tree se pueden establecer los orbitales, esto es las
funciones espaciales, para los electrones de un
átomo polielectrónico o de una molécula con muy
buena precisión.

El conjunto de orbitales que tienen el mismo
número cuántico principal constituye una capa.
Las capas con n = 1, 2, 3, ..., se corresponden con
las capas espectroscópicas K, L, M, ...

Todos los orbitales que tienen el mismo par n
y  constituyen una subcapa. Los orbitales de una
subcapa diferirán en los valores de m.

Hemos dicho que los orbitales espaciales de
Hartree se pueden escribir como el producto de un
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factor radial, hi(ri)  por un armónico esférico,
 ii

m
l ,Y 

   ii
m

iii ,Yrhg  


(3 – 50)

Por lo tanto, si sumamos las densidades de
probabilidad de Hartree para los electrones de una
subcapa completa

       













 m
n

m
n ,Yrh,Yrh mm 2222 22

(3 – 61)

El factor 2 que se incluye en la (3 – 61) se de-
be a que puede haber dos electrones en cada orbi-
tal. Eugen Merzbacher demostró que la sumatoria
del segundo miembro es igual a (2+1)/4De
modo que la suma de las densidades de probabili-
dad

   




4
12

2
rh ,n 

es independiente de  y de Esto implica que

Una capa cerrada tiene una densidad de
probabilidad de simetría esférica

Este enunciado se conoce como teorema de
Unsöld. Si se trata de una capa semicompleta se
omite el factor 2 en la (3 – 61). Se puede demos-
trar que si la capa contiene la mitad del máximo
de electrones, su densidad de probabilidad tiene
también simetría esférica.

El tratamiento original de Hartree solo con-
templaba las funciones espaciales. Aunque respe-
taba un máximo de dos electrones por cada orbital
no contenía ninguna referencia explícita a la nece-
sidad de que las funciones sean antisimétricas pa-
ra el intercambio de electrones. En 1930 Fock y
Slater perfeccionaron el método de Hartree em-
pleando orbitales espín en lugar de orbitales espa-
ciales. Los métodos del campo autoconsistente

que emplean una combinación lineal antisimétrica
de funciones espín - orbita y funciones espaciales
reciben el nombre de cálculos Hartree – Fock. La
antisimetría que se requiere la proveen los deter-
minantes de Slater de espín – órbita.

Las ecuaciones diferenciales para calcular los
orbitales Hartree – Fock tienen la forma general

n,,,,iĤ iii
efect
i 321 ff (3 – 62)

fi es el espín - orbital correspondiente al
electrón i, el operador efect

iĤ  es el hamiltoniano
efectivo para el electrón i y el valor propio i es la
energía orbital del electrón i. Debemos hacer no-
tar que el hamiltoniano efectivo de Hartree – Fock
contiene términos adicionales al de Hartree debi-
do a que contempla el intercambio de electrones.

A partir de 1950, los orbitales Hartree – Fock
se representan como combinaciones lineales de un
conjunto completo de funciones conocidas, lla-
madas funciones base. Así, los orbitales espacia-
les para el átomo de Li se escriben de la forma:

 
i

ii
i

ii cgbf

(3 – 63)

donde las i son ciertos conjuntos completos de
funciones, mientras que b y c son los coeficientes
del desarrollo a determinar por el método del
campo autoconsistente.

El conjunto de funciones base que se emplea
con más frecuencia es un conjunto de orbitales de
tipo Slater (STO) cuya forma normalizada es

 
    
 



,Yer
!n

a/ ma/rn
/

/n



01

21

21
0

2
2

(3 –64)

El conjunto de todas estas funciones para los
que n,  y m son enteros y todos los valores de
son positivos constituye un conjunto completo.
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El parámetro  recibe el nombre de exponente or-
bital.

En el desarrollo de (3 –63) se incluye un
número apropiado de orbitales de tipo (3 – 64)
hasta obtener un orbital Hartree –Fock que dé va-
lores próximos a los resultados experimentales.

Los métodos Hartree – Fock permiten predecir
la los valores de la energía total en función de la
geometría de los sistemas a las que son aplicables,
- átomos polielectrónicos,  grupos atómicos,
pequeñas moléculas7 inorgánicas u orgánicas, lo
que permite encontrar los estados energéticos de
transición, así como el cálculo de los espectros
vibracionales. Permiten  establecer la distribución
de cargas, frecuencias de infrarrojo, polarizacio-
nes e interpretar espectros NMR. También se usan
para interpretar espectros de fotoemisión (aunque
sólo de manera semicuantitativa).

Para sistema en los que son aplicables los
métodos Hartree – Fock  se predicen las longitu-
des de enlace con un error de  ±0.03 Å y los ángu-
los de enlace con una diferencia de unos pocos
grados. Pero las energías estimadas están casi
siempre por debajo de los valores reales. Así, para
el helio, el uso de un orbital hidrogenoide 1s me-
diante el método de Hartree Fock, da una energía
del estado fundamental de – 77,9 eV, mientras que
el valor verdadero es - 79,0 eV. Este error de 1,1
eV se llama, usualmente, energía de correlación
y, al igual que en otras energías calculadas me-
diante el método de Hartree - Fock, se debe a que
no se tiene en cuenta las correlaciones instantáne-
as en el movimiento de los electrones. Debido a
sus cargas eléctricas, los electrones se repelen
mutuamente y correlacionan sus movimientos pa-
ra evitar sus proximidades relativas. Este fenóme-
no se denomina correlación electrónica.

7 Para ciertas moléculas como F2, O3, nitrocompuestos
orgánicos, los métodos Hartree – Fock  no dan resultados
satisfactorios

3- 13.-  Interacción de configuraciones.

El método más común utilizado para mejorar
una función de onda de Hartree-Fock es la inter-
acción de configuración. Al calcular la función de
onda Hartree-Fock para el estado fundamental de
un átomo o molécula, se obtienen también
expresiones para los orbitales de estados
excitados no ocupados. Se puede demostrar que el
conjunto de funciones obtenidas haciendo todas
las asignaciones posibles de electrones a los
orbitales disponibles constituye un conjunto
completo. Por lo tanto, la función de onda
verdadera Y correspondiente al estado
fundamental puede expresarse como


j

j,orbja YY                                     (3 – 65)

donde Yorb,j son las funciones de onda orbitales
aproximadas que difieren entre sí en la asignación
de los electrones a los orbitales. Cada Yorb,j es un
determinante de espín-orbital de Slater. Las fun-
ciones Yorb,j se suelen llamar funciones de confi-
guración. Para encontrar los valores de los coefi-
cientes aj debe utilizarse un procedimiento varia-
cional que minimiza la integral variacional; este
tipo de cálculo se llama interacción de configura-
ción (CI).

Para el estado fundamental del helio, el térmi-
no con el mayor coeficiente en la función de onda
CI será un determinante de Slater con los dos
electrones en los orbitales análogos a los 1s, pero
también contribuirán a la función los determinan-
tes de Slater con electrones en los orbitales 2s, 2p
y de mayor energía. Una función de onda CI para
el estado fundamental del átomo de helio tiene la
forma

Y = a1Y(1s2) + a2Y(1s2s) + a3Y(1s3s) + a4Y(2s2) +
          + a5Y(2p2) + a6Y(2s3s) + a7Y(3s2) +  …

donde los aj son coeficientes numéricos y una
función del tipo Y(1s2s) indica un determinante
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de Slater con un electrón en un orbital tipo 1s y
otro en un orbital tipo 2s.

Los cálculos CI son extremadamente compli-
cados ya que, a menudo, requieren combinaciones
lineales de miles o incluso millones de funciones
de estado de configuración para obtener una re-
presentación precisa de Y.

Problemas propuestos

3.1. Calcular la carga nuclear efectiva para un
electrón 2p del nitrógeno.

3.2. La energía de primera ionización del Li es
5,39 eV. Estime la carga nuclear efectiva para el
electrón de valencia del Li.

3.3. Suponga que el potencial en una caja uni-
dimensional en la que se mueve una partícula no
es cero sino que es U=bx con b = constante. Cal-
cular el efecto sobre la energía de la partícula, su-
poniendo que ese potencial actúa como una pe-
queña perturbación.

3.4. Calcule la energía de un oscilador armó-
nico cuando es sometido a la pequeña perturba-
ción de un potencial U = axk, donde a es una
constante y (a) k es 3: (b) k es 4.

3.5. Escriba la función de onda determinantal
normalizada de Slater para el litio en su configu-
ración  1s2 2s1

3.6. Escriba los símbolos de términos para las
configuraciones del Na y del F en sus estados
fundamentales y del C en su configuración exci-
tada 1s2 2s2 2p1 3p1

3.7. ¿Qué información suministra el símbolo
2F2 acerca del momento angular de un átomo?

3.8. ¿Cuáles de las siguientes transiciones
están permitidas en el espectro de emisión normal
de un átomo: (a) 2s  1s (b) 2p  1s  (c) 3d 
2p  (e) 4s  4p?  Halladas las transiciones permi-
tidas , escriba los símbolos espectrográficos de de
los respectivos estados.

3.9. ¿Cuántos electrones pueden ocupar los si-
guientes subniveles de energía: (a) 3s (b) 5d (c) 6f
(d) 6h?


