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-I Realizar la siguiente actividad

-I Para leer luego haber resuelto la Actividad 1

Lectura 1: Divisibilidad en nimeros naturales
Vamos a discutir sobre algo seguramente muy conocido: la nocidn de mdltiplo.

Trabajaremos con esta nocion en el conjunto de los nimeros naturales, que son los usados para contar:
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, ... En la asignatura Algebra | se extendera el trabajo con esta nocién a un

conjunto mas amplio: el de los enteros.

El primer encuentro que tuvimos con los multiplos son las conocidas “tablas”. Por ejemplo, la tabla del 3,
que comienza asi: 3.1=3, 3.2=6, 3.3=9, 3.4=12, 3.5=15, etc. Los resultados de la tabla son los

multiplos de 3.

¢Como podemos caracterizar a los multiplos de 3? De otro modo, écuando un nimero natural va estar en

la tabla del 3?

Un ndmero natural va a estar en la tabla del 3 cuando sea el resultado de multiplicar a 3 por algin nimero
natural. Asi, 297 esta en la tabla del 3 porque 3.99 = 297; 100 no estd en la tabla del 3 porque no hay

ningln numero natural x que cumpla que 3.x = 100.

Entonces, podemos decir que un nimero natural t es maltiplo de 3 si hay un nimero natural p que cumple

que: t=3.p
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¢Cuando un numero natural t es multiplo de 4? De modo analogo a lo anterior, cuando exista un nimero

natural p tal que: t=4.p

Por ejemplo, si p = 11 obtenemos al nimero 44 que es un multiplo de 4; si p = 102 obtenemos 408 que es
un multiplo de 4. Para cada valor natural de p obtenemos un multiplo de 4 y cada multiplo de 4 es el
resultado del producto de 4 por un natural. Asi, si pensamos en el nimero 68, el valor de p es 17, porque

68=4.17.
De este modo, podemos caracterizar a los multiplos de cualquier nUmero natural.

Asociada a la nocién de multiplo, esta la nocidn de divisor. Cuando decimos que t es multiplo de p, también

podemos decir que p es divisor de t.
Consideremos el nimero a que se expresa como a = 32.5.133
Nos preguntamos si a es multiplo de 5.

Sabemos que un numero es multiplo de 5 cuando puede escribirse como producto de 5 por un natural.
Entonces, a es multiplo de 5 porque a = 32.5.13% = 5.(32.133) y el nimero 32.13% es un natural

porque al multiplicar nimeros naturales se obtiene otro nimero natural.
Nos preguntamos ahora si a es multiplo de 3.

Si, lo es, porque a = 32.5.13% = 3.(3.5.133) y 3.5.13% es un natural porque al multiplicar nimeros

naturales se obtiene otro nimero natural.
¢Es a multiplo de 457?

Si, por que a = 32.5.13% = 9.5.(133) = 45.(13%) y 132 es un natural porque al multiplicar nimeros

naturales se obtiene otro nimero natural.
¢Es a multiplo de 2?
No, porque no es posible escribir al nUmero como el producto 2 de por un natural.

Detengamonos en esto un poco mas. ¢Por qué podemos afirmar lo anterior? La expresidon del nimero a
como un producto de potencias de distintos nimeros, tiene una particularidad importante: los factores
que intervienen son numeros primos. Recordemos que un numero natural es primo cuando tiene
exactamente dos divisores. Por ejemplo, 7 es primo porque sus Unicos divisores son 1y 7; no hay otro
numero natural que pueda dividirlo obteniendo un cociente entero y resto 0; otros nimeros primos son

el 3,5,11, 13, 17.

Hay una propiedad que dice que todo nimero natural mayor que 1 puede escribirse como producto de

factores primos y, ademads, que esto puede hacerse de manera Unica (es el Teorema Fundamental de la
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Aritmética y se desarrolla en Algebra I). Cuando un nimero esta escrito de ese modo, decimos que esta

factorizado.

El nimero a esta expresado en forma factorizada y, como entre los factores no aparece el 2 (que también
es primo), podemos afirmar que a no es multiplo de 2 sin realizar cdlculos. Como otro ejemplo, podemos
dar la descomposicion en factores primos de 48. Para ello, podemos usar descomposiciones parciales del

numero hasta llegar a la expresidon factorizada:
48 = 412 = 443 =22.22.3=2%3

O también, usar alguno de los siguientes procedimientos cldsicos: el de la izquierda, que consiste en dividir
sucesivamente por primos que sean divisores del numero, o el de la derecha, en el que se descompone al

numero como producto de dos numeros, y repitiendo el proceso con los factores que no son primos.

48 | 2 48
24 | 2 /\
12 |2
|5 24 2
3 |3 /\
1

2

AN
A

Luego, 48 = 24.3

- Realizar las siguientes actividades luego de haber realizado la Lectura 1

Actividad 2

Revisar la resolucidn propuesta para la Actividad 1
Actividad 3

Resolver los siguientes ejercicios:

1) Dado el nimero a = 3%.7.113, dar 10 nimeros naturales que sean divisores de a.

2) En la expresion 2%.32.7¢, indicar valores posibles de a, b y ¢ para que se cumpla que la expresion

dada corresponda a un nimero natural que ...

a) es multiplo de 4
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b) es miultiplo de 6
c) es multiplo de 42
d) no es multiplo de 2

3) éPor qué el 1 es divisor de cualquier nimero natural?
4) Dar 10 numeros primos y justificar por qué lo son
5) Dados los nimeros 120y 36
a) listar a todos los divisores de cada uno
b) écudles son los divisores comunes de ambos ndimeros?
c) écual es el divisor comun mayor de ambos nimeros?
d) escribir a cada numero como producto de sus factores primos

e) écomo se puede obtener el divisor comin mayor de ambos nimeros usando la descomposiciéon de
los nimeros propuesta en d)?

-I Para leer luego haber resuelto las Actividades 2 y 3

Lectura 2: Criterios de divisibilidad
A continuacion, recordamos los criterios de divisibilidad de varios nimeros:
Divisibilidad por 2: Un nimero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par

Ejemplos: 128 es multiplo de 2 ya que termina en 8, cifra par; 6509 no lo es ya que termina en 9, que no

es una cifra par.

Es un criterio corto y eficiente ya que permite decidir rdpidamente si el nUmero es o no multiplo de 2.
Divisibilidad por 3: Un numero es divisible por 3 cuando la suma de sus cifras es multiplo de 3
Ejemplo: 4581 es multiplo de 3 porque 4+5+8+1 = 18, que es multiplo de 3

También puede decirse que es un criterio corto y eficiente.

Divisibilidad por 4: Un niumero es divisible por 4 cuando sus ultimas 2 cifras forman un ndmero multiplo

de 4
Ejemplo: 5578 no es multiplo de 4 porque 78 no es multiplo de 4 (80 y 76 si lo son).
También puede decirse que es un criterio corto y eficiente.

Divisibilidad por 5: Un nimero es divisible por 5 cuando termina en una cifra que es multiplo de 5
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Ejemplo: 88100 es multiplo de 5 porque termina en 0 que es multiplo de 5.

Es un criterio tan corto y eficiente como el de 2.

Divisibilidad por 6: Un nimero es divisible por 6 cuando es divisible por 2 y por 3

Ejemplo: 554 no es divisible por 6 ya que no es multiplo de 3 (5+5+4=14, que no es multiplo de 3)
Puede decirse que es un criterio corto y eficiente.

Divisibilidad por 7: Un nimero es divisible por 7 cuando el nimero que resulta de quitarle al nimero inicial

la cifra de las unidades y restarle el duplo de esa cifra, es un multiplo de 7
Ejemplo: veamos si 1645 es multiplo de 7. Se considera el nimero 164 y se le resta 2.5 = 10. Resulta

164 — 10 = 154. Si no es evidente si el nimero es o no multiplo de 7, podemos volver a aplicar el criterio.

Asi: 15 —-2.4 =7, que es multiplo de 7.
El criterio puede no ser corto si requiere de varios pasos.

Divisibilidad por 8: Un numero es divisible por 8 cuando sus ultimas 3 cifras forman un nimero multiplo

de 8
Ejemplo: 1520 es divisible por 8 ya que 520 lo es (520 : 8 = 65)

El criterio es no es muy eficiente ya que reconocer si un numero de 3 cifras es multiplo de 8 no suele ser

simple.

Divisibilidad por 9: Un nimero es divisible por 9 cuando la suma de sus cifras es multiplo de 9
Ejemplo: 4581 es multiplo de 9 porque 4+5+8+1 = 18, que es multiplo de 9

Es un criterio corto y eficiente, del mismo modo que el de 3.

Divisibilidad por 11: Un nimero es divisible por 11 cuando el nimero que resulta de la resta entre la suma
de las cifras ubicadas en posicidon impar y la suma de las cifras ubicadas en posicion par, es un multiplo de

11.

Ejemplo: veamos si 23741 es multiplo de 11. La suma de las cifras ubicadas en lugares impares es
1+7+2=10 y la suma de las cifras ubicadas en lugares pares es 4+3=7. La diferencia es 10 — 7 = 3, que no

es multiplo de 11, por lo que 23741 tampoco lo es.

El criterio suele ser corto y es eficiente.
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Lectura 3: Un criterio para decidir si un nimero es primo
No siempre es facil decidir si un nUmero natural es primo. Por ejemplo: 721, ées primo?

Vemos que no es multiplo de 2, tampoco de 3, ni de 4, ni de 5, ... pero écon cuantos mds probar? No

parece un buen método seguir asi ...

En primer lugar, es conveniente seguir el orden natural de los nUmeros. Ver si es multiplo de 2, si no lo es,
ver si es de 3, si no lo es, ver si es de 4, pero éies necesario ver si es multiplo de 4? No, porque si fuera
multiplo de 4, hubiéramos detectado previamente que es multiplo de 2. Si, resulta necesario ver si es
multiplo de 4, pero no es necesario ver si es multiplo de 6 porque hubiéramos encontrado antes que es

multiplo de 2 y de 3. No es necesario probar con los que no son primos.

Si bien hemos economizado trabajo con lo anterior, igual el trabajo puede ser arduo. Veamos un resultado
tedrico que nos ayudara aun mas en la tarea de decidir si un nimero es primo. Para eso, hay que ver la

siguiente deduccidn:

Consideremos un numero natural a que no es primo. Entonces, tiene otros divisores ademas de 1y de a,

por lo que puede escribirse como producto de dos nimeros naturales que son menores que a:
a = m.n (my n son dos de los divisores de a).
- Si los niimeros m y n son iguales, entonces podemos escribir: a = m?. Por lo tanto, m = Va.
Como m es uno de los divisores de a, hemos llegado a que a tiene un divisor igual a su raiz cuadrada.

- Si los numeros m y n son distintos, podemos considerar que m < n (alguno de los dos es menor que el

otro); luego,0<m<n<a.
Tomemos la desigualdad del medio, m < n. Si multiplicamos miembro a miembro por m, resulta que

m? < n.m, pero sabemos que n.m = a, por lo que m? = a, de lo que se deduce que m < va. Asi, a
tiene un divisor menor que su raiz cuadrada.
Sintetizando los dos casos analizados, podemos decir que el nUmero a (que no es primo) tiene un divisor

menor o igual que su raiz cuadrada.

Por el resultado anterior, si queremos saber si un nimero natural es primo, alcanza con ver si tiene por
divisor a algin nimero menor o igual que su raiz cuadrada. Pero también sabemos que alcanza con
analizar solamente los que sean primos. En sintesis, para ver si un nimero natural es primo o no lo es,

analizamos si tiene por divisor a alguno de los primos menores o iguales que su raiz cuadrada.

Volvamos al nimero 721. Como V721 = 26,9, alcanza con analizar si alguno de los primos menores o

iguales que 26, es divisor de 721. Veamoslo:
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2 no es divisor de 721 (no es par); 3 no es divisor de 721 (7+2+1=10, 10 no es multiplo de 3); 5 no es divisor
de 721 (no termina en 0 ni en 5); 7 es divisor de 721 (72-2 = 70 y 70 es multiplo de 7). Luego, 721 no es

primo.

\ Realizar las siguientes actividades luego de las Lecturas 2y 3
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- Para leer luego haber resuelto la Actividad 4

Lectura 4: Presentacion de los conjuntos numéricos

Los conjuntos numéricos constituyen el primer eje de estudio. En esta etapa a distancia, hemos trabajado
con las nociones de divisibilidad en el conjunto de los naturales. Como cierre de esta primera parte,
haremos una presentacion de los distintos conjuntos numéricos. En la segunda etapa del curso,

presencial, desarrollaremos otros aspectos de este tema.
4 Los numeros naturales

Ya dijimos mas arriba que los numeros naturales son los usados para contar. Al conjunto lo simbolizamos

N.

Podemos escribir que N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...}, que es una forma de listarlos de modo

incompleto, debido a que es un conjunto infinito.

¢Qué se estudia en este conjunto? Una respuesta ya la tenemos en el trabajo anterior: la divisibilidad.

Pero también situaciones como la siguiente:

Las chapas patentes de los automdviles son una combinacion de 3 letras y 3 numeros. ¢ Cudntas chapas

patente distintas pueden armarse?

En problemas como éste, se pretende buscar una manera de contar sin enumerar. La Combinatoria se

ocupa de dar respuestas a este tipo de situaciones y es un asunto de estudio en Algebra I.
4 Los niumeros enteros

Al sumar dos niumeros naturales cualesquiera, se obtiene como resultado otro nimero natural. Esto no
ocurre con la resta: la resta de dos nimeros naturales puede o no dar otro nimero natural: 7 — 3 = 4 pero

4 — 6 no puede realizarse en N.
En otros términos, hay ecuaciones como x + 2 = 0, que no tienen solucién en N.

Para resolver este problema, creamos a los niumeros enteros, conjunto que simbolizamos Z. Los enteros

son los naturales, el 0 y los opuestos de los naturales. De modo incompleto por ser un conjunto infinito
Z={..-4,-3,-2,-1,01,2,345,..}.

¢Qué se estudia en este conjunto? Como dijimos mas arriba, la divisibilidad -que aca estudiamos en
naturales-, es asunto especifico de este conjunto. Como todo lo relativo a lo numérico, se estudia en

Algebral.
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4 Los numeros racionales

La sumay el producto de dos nimeros enteros cualesquiera, da por resultado un nimero entero. Pero no
ocurre lo mismo al dividir dos nimeros enteros cualesquiera (con el divisor distinto de 0); por ejemplo, 6

: 3 da un numero entero pero 8 : 3, no.
De otro modo, hay ecuaciones como 2x + 1 = 0, que no tienen solucién en Z.

Para resolver ese problema, creamos a los ndmeros racionales, conjunto que simbolizamos Q. Los

racionales son las fracciones, esto es, los cocientes de dos enteros con el divisor no nulo.

En este conjunto, un asunto de interés es la forma fraccionaria y el desarrollo decimal y los vinculos entre

ellos.
4 Los numeros reales

Todo nimero racional puede representarse con un punto en la recta numérica pero no todo punto de la
recta numérica corresponde a un numero racional. Esto significa que los nimeros racionales no la
“llenan”. Hay otros niumeros que les corresponde un punto de la recta numérica pero no son racionales,
como V2 6 1. Estos niumeros son los irracionales, es decir, aquellos que tienen infinitas cifras decimales

no periddicas y, junto con los racionales, forman el conjunto de los nimeros reales y lo simbolizamos R.

Si volvemos a pensar en términos de ecuaciones, una ecuacion tal como x? = 2 no tiene solucién en Q.
La ampliacion de Q a R (es decir, la consideracién de los irracionales) permite dar solucién a ecuaciones

de este tipo.

En el diagrama de Venn que sigue se muestra la relacidn de inclusidn entre los distintos conjuntos

numéricos usuales.

D

10
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-I Realizar la siguiente actividad luego haber realizado la Lectura 4

11
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_ Realizar la siguiente actividad

Actividad 1

Se disefia una secuencia de figuras cuadradas usando palitos iguales para cada lado. Los primeros cuatro

pasos de la secuencia se muestran a continuacion.

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4
Suponiendo que se continua la secuencia siguiendo el mismo patrén,
a) écuantos palitos son necesarios en la figura nimero 567

b) éhay alguna figura que invierte 274 palitos para armarla?

_ Para leer luego haber resuelto la Actividad 1

Lectura 1: Expresiones algebraicas

La secuencia que se muestra a continuacion corresponde a un cierto ordenamiento de mesas vy sillas.

Si se sigue con el mismo criterio, écudntas sillas se necesitan cuando se colocan 20 mesas?

En la secuencia dibujada, vemos que por cada mesa tenemos 4 sillas (es decir, 4 por la cantidad de mesas),
a lo que se suman las 2 sillas de las cabeceras. Entonces, si se colocan 20 mesas, habrd 4 .20 + 2 = 82

sillas.

Podriamos haber contado las sillas de otro modo. Cuando hay una sola mesa, se necesitan 6 sillas. Al
agregar una mesa, se agregan 4 sillas mas. Esto se repite por cada mesa que se agrega. Entonces, la
cantidad de sillas es 6 mas 4 veces la cantidad de mesas menos 1. Si se colocan 20 mesas, habra 6 +

4,19 = 82 sillas.

12
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En Matematica se usa lenguaje simbdlico para comunicar las producciones y esta situacidn es propicia

para mostrar esto.

Si llamamos n a la cantidad de mesas y S a la cantidad de sillas, en la primera forma de contar, tenemos

que S = 4.n + 2; en la segunda forma, S = 6+ 4.(n — 1).

Las expresiones anteriores son ejemplos de expresiones algebraicas. Ademas, como son dos formas
distintas de contar lo mismo, cada vez que se asigna un cierto valor a n, ambas expresiones devuelven el
mismo valor de S. Cuando esto ocurre para todos los valores posibles de n, decimos que son dos
expresiones algebraicas equivalentes. En nuestro caso, al representar a la cantidad de mesas, n es

cualquier numero natural.

Avancemos un poco mas sobre esto. Supongamos que las expresiones anteriores nos son dadas pero
descontextualizadas del problema de las mesas y sillas. Es decir, solo se nos dan las expresiones S = 4.n +
2y S=6+4(n—1), en donde n puede tomar cualquier valor real. Nos preguntamos, éson

equivalentes?

Resulta imposible probar uno a uno con todos los nimeros reales para ver que ambas expresiones arrojan

el mismo valor para cada asignaciéon de n, ya que son infinitos valores. Tenemos que buscar otra manera.
Si trabajamos la expresion S = 6 + 4. (n — 1), usando operatoria simple:
S=6+4n—-1)=6+4n—-4=4n+2

Hemos llegado a que la expresion S = 6 + 4. (n — 1) puede transformarse en S = 4n + 2. Esto prueba
que las dos expresiones son equivalentes. Entonces, una forma de ver si dos expresiones algebraicas son

equivalentes es transformar una en la otra, mediante operatoria.

Consideremos ahora la expresiéon S = n? + 6 — (n — 2)2. ¢Es también equivalente a las anteriores?

Para decidir, operemos sobre la nueva expresion.
S=n?+6-m-22=n*+6—-n*>—-4n+4)=n*+6-n?+4n—-4=4n+2

Hemos transformado a la expresion dada en la anterior, por lo tanto, son equivalentes.

Veamos una expresion mas: S = n? + 5. ¢Es también equivalente a las anteriores?

Parece que no; pero es necesario dar alguna razdn matematicamente valida. Dos expresiones algebraicas
son equivalentes cuando para cada uno de los valores posibles de la variable, ambas devuelven el mismo
valor. Entonces, si hay algun valor de la variable para el cual no coinciden los valores que devuelve cada

expresion, las expresiones no son equivalentes.

Cuando n = 1, ambas expresiones toman elvalor6: S =4.1+2=6yS =12 +5 = 6.

13
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Pero paran = 2, se obtienen valores diferentes: S = 4.2 +2=10yS =22 +5=09.

Con esto queda probado que las expresiones S = 4n + 2y S = n? + 5 no son equivalentes.

Es importante observar que para garantizar que dos expresiones algebraicas no son equivalentes, debe
mostrarse algln valor para el cual ambas expresiones toman valores diferentes. No alcanza con que no

“parezcan” la misma.

Volvamos al problema de las mesas y las sillas. Nos preguntamos: ées posible que haya un cierto

ordenamiento para el que se necesiten 120 sillas?

Para responder a esto, tenemos que ver si hay algun valor de n para el cual 4n + 2 da por resultado 120.

Esto equivale a resolver la ecuacién 4n + 2 = 120:
4n+2 =120 4n =120 -2 4n =118 n=118:4 = 29,5

Entonces, podemos decir que no hay ninguna cantidad de mesas para la que se necesiten exactamente

120 sillas ya que no es posible que la cantidad de sillas no sea entera.

| Para resolver luego de la Lectura 1

Actividad 2
Revisar la resolucion de la Actividad 1
Actividad 3

1) A continuacién se muestran algunos ejemplos de un disefio de baldosas, realizado con baldosas grises

que rodean a baldosas blancas.

Si se continta armando el disefio con el mismo criterio:
a) écudntas baldosas grises se necesitan cuando se utilizan 18 baldosas blancas? ¢Y si se usaran 32?
b) ées posible que algun disefio utilice 91 baldosas grises? ¢Y 80? ¢Y 1027?
c) ées cierto que no hay ningun disefio en el que la cantidad de baldosas grises es impar?
2) Dar una expresion algebraica que represente a cada uno de los siguientes enunciados:
a) el cubo de la diferencia entre dos nimeros

b) El doble del cubo de un nimero, mas el cuadrado del triple de otro

14
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c¢) La mitad del producto de un nimero y el cuadrado de otro
d) El cociente entre un nimero y el triple de otro
e) La mitad del producto de la base y la altura de un rectangulo
3) Escribir en lenguaje natural a las siguientes expresiones algebraicas
a)3.(a+b)
b) 3a% + 5b

4) Calcular el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para cada uno de los valores

indicados de las variables.

2_1ps = =— = — _q{yy=_2
a) 20a 2b,cona—Zyb— 1 b)x_y,conx— lyy = 3

5) Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

3 1 X x—1 2—3x
a)1—Z(x—2)——§ b)B—E——ZX C)T+3—

| Para leer luego de resolver las Actividades 2 y 3

Lectura 2: Polinomios

Vamos a analizar un tipo particular de expresiones algebraicas. Los siguientes son algunos ejemplos:

p@) =-32° q(b) = 7b°

Estas expresiones algebraicas estdan formadas por un solo término, compuesto por el producto entre una
parte numérica (coeficiente) y una parte literal tiene la forma x™, con n natural. Las llamamos monomaios.

El exponente al que esta elevada la indeterminada es el grado del monomio.

Un monomio como 7(x) = 4 tiene grado 0 porque r(x) = 4.x°. Y un caso particular es el monomio

s(x) = 0, al que llamamos monomio nulo. Este monomio no tiene grado.

Un monomio puede tener varias indeterminadas, como t = 5.a*b3 (en este caso, el grado es 7). Sin

embargo, sera usual que trabajemos con monomios en una indeterminada.
Decimos que dos monomios son semejantes cuando tienen igual parte literal.

Hay otro tipo de expresiones algebraicas que nos interesan especialmente y que estan vinculadas con los
monomios: son los polinomios. Podemos pensar a un polinomio como una suma de monomios no

semejantes.

15
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Ejemplos: p(x) = §x3 —2x%2 -3 qix) = —x®—x+1

El grado de un polinomio es el grado del monomio de mayor grado. Asi, p es un polinomio de grado 3y q

es un polinomio de grado 6.
- . - . , 4
El coeficiente del término de mayor grado es el coeficiente principal. Asi, en p es syenges =1L

Operaciones con polinomios:

Consideremos los siguientes polinomios: p(x) = 2x* —x3+2x -1y q(x) = x — 2

Suma: se suman los monomios semejantes.
p)+qx)=x*—x3+2x—-1D+(x—-2)=2x*—x3+2x—1+x—-2=2x*—x3+3x-3
Resta: es la suma del primer polinomio y el opuesto del segundo: p(x) — q(x) = p(x) + (—q(x))

Multiplicacién: se utiliza la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma / resta y se

utilizan las propiedades basicas de la potenciacion

p(x).q(x) = 2x* —x3 +2x—1).(x —2) = 2x° —x* + 2x%2 —x —4x* + 2x3 —4x + 2
=2x5—5x* +2x3 + 2x% - 5x + 2

Divisidn: a continuacion, se muestra el procedimiento para dividir polinomios

2x* —x3 +2x -1 | x -2
—2x*  4x3 2x3 +3x? +6x +14
3x3
—3x3 +6x?
6x*?
—6x% +12x
14x —1
—14x 428
27

El cociente es c(x) = 2x3 + 3x3 + 6x + 14 y el resto es r(x) = 27

Si el divisor es un polinomio de grado 1 con coeficiente principal 1, la division puede resolverse con la
Regla de Ruffinil, en la que se utilizan sélo los coeficientes, dispuestos en una tabla. El procedimiento es

una disposicion practica resumida del algoritmo de division. Aplicado al ejemplo anterior:

! Paolo Ruffini (1765 - 1822) fue un matematico italiano
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2 -1 0 2 -1
2 > 4 YR 6 12 28
Y 3 6 14 27

La primera fila contiene a los coeficientes del dividendo y el nimero que aparece aparte es el término
independiente del divisor cambiado de signo. Los nimeros obtenidos en la ultima fila (menos el Ultimo)

son los coeficientes del cociente; el Ultimo nimero de la fila es el resto de la division.

‘ Para resolver luego de la Lectura 2

Actividad 4

1) ¢ Cudles de las siguientes expresiones algebraicas con monomios?
r(x) = 2vVx s(x) =V2.x t(x) = % +1

2) Dar el valor numérico de los siguientes polinomios para los valores indicados de la indeterminada.
r(x) = —2x* — %x3 +x—1,parax = —2 s(x) =x%—2,parax = —/2

3) éPor qué decimos que el polinomio nulo no tiene grado?

4) Proponer un polinomio de grado 5 que tenga dos coeficientes nulos y sélo un coeficiente irracional

5) Dados los polinomios P(x) = —3x2 + 10x* —x — 9y Q(x) = 5x% — x — 2, calcular:
a) P(x).Q(x) b) P(x) : Q(x)
c) Q(x) : P(x), siendo Py Q los polinomios dados ena)  d) (P(x))2
€)3.0(x) — P().Q(x) + (P())”
6) Hallar cociente y resto de las siguientes divisiones (usar la regla de Ruffini cuando se pueda):
a) P(x) : Q(x), siendo P(x) = 2x3 —5x+1yQ(x) = x + 2
b) P(x) : Q(x), siendo P(x) = gx‘* —3x3 —7x +% y Q(x) =x —§
7) Dados los siguientes polinomios:
p(x) = =2x34+4x—3;q(x) =4x° = 2x; r(x) = x + 4; s(x) = 2x3 —5x?> —3x + 1
resolver las siguientes operaciones:

a)p(x) —s(x) b) p(x).7(x) + q(x) c) p(x):r(x) d) g(x):p(x)
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-l Realizar la siguiente actividad

-I Para leer luego de resolver la Actividad 1

Lectura 1: Teorema de Pitagoras

Leer el material sobre el Teorema de Pitdgoras que se presenta al final de este apunte, que comienza con
el titulo “Area y rompecabezas” (el material esta extraido del libro Matemdtica en Contexto, de Carnelli,

Cesaratto, Falsetti, Formica y Marino)

-I Realizar las siguientes actividades, luego de la Lectura 1

-I Para leer luego de resolver las Actividades 2 y 3
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Lectura 2: Trigonometria en el tridngulo rectangulo

Leer el material sobre Trigonometria en el tridngulo rectdngulo que se presenta al final de este apunte,
gue comienza con el titulo “Proporciones en Geometria” (el material también estd extraido del libro

Matemdtica en Contexto, de Carnelli, Cesaratto, Falsetti, Formica y Marino)

-I Realizar las siguientes actividades luego de la Lectura 2
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EJE TEMATICO 4: FUNCIONES

En esta primera etapa, estudiaremos qué son las funciones y sus elementos basicos, que nos ayudan a
entender y modelizar situaciones y/o fenémenos concretos

\ Resolver la siguiente actividad

Actividad 1

El valor promedio del precio del ddlar -para la venta- en diciembre de 2016 fue de S 16. El siguiente grafico
muestra cudnto varié en pesos el valor de esta moneda en el primer dia habil de cada mes del aifo 2017
desde enero hasta octubre. Por ejemplo, la coordenada (5; 0,1) indica que el primer dia del mes de mayo,
el precio del délar fue de $ 0,1 mas que $ 16 (es decir 10 centavos mas que el valor promedio de diciembre

2016), entonces el 1 de mayo del 2017, el precio del délar fue de $ 16,10.

1.7 |Variacion del precio del ddlar para la venta
respecto delvalor de diciembre 2016
16 (en$)

09
oe
0.7
06
0.5
0.4

03

02
0.1
\ Tiempo (meses)

0 1 2 3 ) 7 8 9 10 11 12
01 En Feb Mar Abr fMay Jun Jul Ago Sept  Oct

-0:2

-03

-0:4

-0.5

-086
a) ¢Con qué valor del délar comenzé el afio 20177
b) éCual fue el valor del ddlar el primer dia habil de cada mes?
c) ¢Qué representan en el grafico los valores positivos del eje vertical? ¢Y los negativos?
d) éHubo algin momento entre enero y octubre en que el valor del ddlar fue igual al promedio de

diciembre de 20167
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e) éDurante cuantos meses completos se hizo la observacion de los valores del ddlar para realizar el
grafico? ¢Entre qué valores estuvo la variacion durante ese tiempo? ¢ Cual es la minima y mdxima variacién

gue podria haber tenido el valor del délar?

Para leer luego de resolver la Actividad 1

Resolucion de la Actividad 1 e introduccion de nuevas nociones

Observando el grafico de la Actividad 1, podemos ver que comienza en el punto (1; 0,2). Es decir, que el
primer dia habil de enero de 2017 la variacién del ddélar respecto del promedio de diciembre 2016 fue de
$ 0,2 por arriba de los $ 16, por lo tanto, el valor del délar al comienzo del 2017 fue de $ 16,20, y asi hemos

respondido a la pregunta a).

De la misma forma, podemos pensar el precio del ddlar el primer dia habil de cada mes entre enero y

octubre —y asi responder la pregunta b)-, tal como se muestra en la siguiente tabla:

Coordenadas . 7
., Precio del dolar
del punto Informacion (en $)
de la gréfica
El primer dia habil del primer mes del afio 2017 (enero) el
(2;0,2) precio del délar varié S 0,20 respecto de los $ 16 promedio 16 + 0,20 = 16,20
en diciembre de 2016
El primer dia habil de febrero el precio del délar disminuyd
2;-0,5 16 -0,50 = 15,50
( ) $ 0,50 respecto de $ 16
El primer dia habil de marzo el precio del délar disminuyd
3;-04 16 —0,40 = 15,60
( ) S 0,40 respecto de S 16
El primer dia habil de abril el precio del ddlar disminuyd
4;-0,6 16 -0,60 = 15,40
( ) S 0,60 respecto de S 16
El primer dia habil de mayo el precio del délar aumentdé
5;0,1 16 + 0,10 = 16,10
( ) $0,10 respecto de $ 16
(6: 0.45) El primer dia habil de junio el precio del délar aumenté 16 + 0.45 = 16.45
T $ 0,45 respecto de $ 16 e
(7: 1.4) El primer dia habil de julio el precio del délar aumenté S 1,40 16 + 1,40 = 17,40
respecto de S 16
El primer dia habil de agosto el precio del délar aumenté
8;1,2 16+1,20=17,20
( ) S 1,20 respecto de S 16
(9: 1,15) El prime’r dia habil de septiembre el precio del délar 16+1,15 = 17.15
aumento S 1,15 respecto de S 16
(10; 1,55) El primer dia habil de octubre el precio del délar aumenté 16+ 1,55 = 17,55
S 1,55 respecto de S 16

Tal como se indica en la tabla, los valores positivos que se observan en el eje vertical indican variacién

positiva del precio del délar, por lo tanto, para esos dias del afio el valor del precio del délar ha aumentado
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respecto de los $ 16 promedio de diciembre de 2016. En cambio, los valores negativos indican que, en
esos momentos del periodo de tiempo analizado, el precio del délar ha disminuido y entonces fue menor

de $ 16. Todo lo dicho anteriormente, responde a la pregunta c).

Para responder a la pregunta d), es decir si en algin momento del periodo analizado el valor del délar fue
exactamente $ 16, tenemos que observar si hubo algiin dia en que no hubo variacién (es decir que la
misma fue $ 0), y eso se pude ver en aquellos puntos de la gréfica cuya segunda coordenada es cero, es

decir cuando el trazo de la grafica interseca al eje horizontal.

Importante: recordemos que en un grafico cartesiano se llama eje de abscisas al eje horizontal, y que al

eje vertical se lo llama eje de ordenadas.

En el grafico no se ve con precisidn la abscisa en que el trazo de la grafica corta al eje de abscisas, pero
podemos afirmar que fue durante los primeros dias del mes de enero, aproximadamente en el punto

(1,2; 0) y luego sucede lo mismo casi al final del mes de abril, aproximadamente en el punto (4,9; 0).

Como la observacion de la variacién del precio del délar comienza el primer dia habil del mes de enero y
termina el primer dia habil de octubre, podemos responder a la pregunta e) diciendo que se observaron
9 meses completos y que la variacién fue entre $ -0,6 y S 1,55. Pero la minima variacion que podria
haber tenido el precio del délar es S -16 (sin incluir este valor pues sino el valor del délar seria $ 0, es
decir, “lo regalarian”) pero no hay un valor maximo de variacion ya que el precio podria aumentar todo
lo que uno pueda imaginar (esto es en forma hipotética, puesto que nadie pensaria que el precio del

délar pueda ser S 1000, por ejemplo).

Todas las conclusiones anteriores, que a su vez responden a las preguntas iniciales, podemos expresarlas

en términos de matematicos que daran una definicion y caracteristicas del concepto de FUNCION.

Una funcion de un conjunto A en un conjunto B es una relacién que asocia cada elemento o valor x de A

un Unico elemento o valor y de B, llamado su imagen.

En simbolos: la relacion f: A — B es una funcion siy sélo si para todo x € A existe un Unico y € B que es

su imagen, esto es y = f(x).

La situaciéon de la Actividad 1 representa una funcién, puesto que a cada dia del periodo de tiempo
observado le corresponde un Unico valor (oficial) del precio del ddlar, y por eso le corresponde una Unica
variacion. Y asi podemos decir para cada dia cudl es su imagen, por ejemplo para el primer dia habil del
mes de junio le corresponde S 0,45 de variacidn, entonces y = 0,45 es la imagen de x = 6, 0 en simbolos

f(6)=0,45.
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Por eso, si consideramos los siguientes diagramas de Venn que representan relaciones, en el primer caso
no es funcidn puesto que observamos que hay valores (elementos) en el conjunto A que le corresponden

mas de un elemento en el conjunto B.

El segundo caso tampoco corresponde a una funcién puesto que observamos que hay elementos del

conjunto A para los cuales no existe relacién con algln elemento de B, por lo tanto.

A B

Entonces también podemos decir que el gréfico de la Actividad 1 corresponde a una funcién porque

cumple con las condiciones de existencia y unicidad.

Importante: una funcidn modeliza una situacion en la que hay una relaciéon de dependencia entre dos
variables que intervienen en esa situacién. La variable x € A se denomina variable independiente y la

variable y € B se denomina variable dependiente.

Para nuestro caso, la variable independiente es el tiempo y la variaciéon del precio del délar es la variable

dependiente.

Ademas, la funcion esta definida para valores de abscisas que son los nimeros reales mayores o iguales
que 1y menores o iguales que 10; este conjunto de valores se denomina dominio de la funcion, y para el

problema, es el intervalo [1; 10].

Por otro lado, tal como hemos reflexionado antes, la variacion minima podria haber sino S -16 sin incluir
este valor y no hay “tope” maximo, es decir que las ordenadas (valores de y) de la funcién podrian haber

sido cualquier nimero real del intervalo (—16; +), este conjunto se denomina codominio de la funcion.

Pero los verdaderos valores que asumieron las ordenadas de la funcién fueron todos los nimeros reales
entre -0,6 y 1,55; este conjunto de valores se denomina conjunto imagen de la funcidn, y para el problema

es el intervalo [—0,6; 1,55].
Resumiendo:

e El dominio de una funcion es el conjunto de todos los valores de la variable independiente, es decir de

las abscisas de los puntos, para los cuales esta definida la relacidn. Se simboliza Dom(f).
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e El codominio de una funcién es un conjunto que incluya los posibles valores de la variable dependiente,

es decir las ordenadas de los puntos, que podrian ser imagen de algun valor del dominio. Se simboliza

Cod(f).

e El conjunto imagen de una funcién es el que esta formado por todos los valores de la variable
dependiente, es decir todas las ordenadas de los puntos, que forman parte de la relacién siendo imagen

de algun valor del dominio. Se simboliza Im(f).

Como ya analizamos, la variacién del délar es cero en dos momentos entre enero y octubre del 2017.
Segun el grafico vimos que aproximadamente esto se da en los puntos de abscisa 1,2 y 4,9 pues en estos
valores la curva corta al eje de abscisas. A estos valores se los llama raices o ceros de la funcién y juntos

forman el conjunto de ceros de la funcion.

Por otro lado, vemos que la variacidon del precio del ddlar es positiva cuando la curva que representa la
funcién esta por encima del eje de abscisas, y esto se da si los valores de x estan entre 1y 1,2 (aprox) o
entre 4,9 (aprox) y 10. Dichos intervalos de numeros reales conforman lo que se llama conjunto de
positividad de la funcion. Andlogamente podemos observar que la variaciéon del precio del délar es
negativa cuando la grafica de la funcion esta por debajo del eje de abscisas, es decir si los valores de x
estan entre 1,2 y 4,9 aproximadamente. Dicho intervalo de nimeros reales constituye lo que se conoce

como conjunto de negatividad de la funcion.
Sintetizando:

e E| conjunto de ceros de una funcidn, el cual se simboliza como C° es el formado por todas las raices o
ceros de ésta, es decir todas las abscisas de la funcidn cuya imagen es 0. Graficamente son las
intersecciones de la curva que representa la funcidn con el eje de abscisas. Para el problema es C°={1,2;

4,9}.

e El conjunto de positividad de una funcion esta compuesto por todos los valores del dominio cuyas
. re oy . . + 7. .
imdagenes son positivas. Se simboliza C™. Graficamente, son las abscisas de los puntos cuyas ordenadas

estan arriba del eje de abscisas. Para el problemaes C* = [1;1,2) U (4,9; 10]

e El conjunto de negatividad de una funcidn esta compuesto por todos los valores del dominio cuyas
imagenes son negativas. Se simboliza C~. Graficamente, son las abscisas de los puntos cuyas ordenadas

estan debajo del eje de abscisas. Para el problemaes C~ = (1,2;4,9).

Resolver la siguiente actividad

Actividad 2

Responder las siguientes preguntas, referidas nuevamente a la actividad 1.
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a) éDurante qué momentos ha aumentado la variacion del precio del ddélar?
b) éDurante qué momentos ha disminuido la variacion del precio del ddlar?
c) ¢Cudl ha sido la variacion maxima y minima entre el primer dia habil de enero y el de septiembre? ¢Y

entre el primer dia habil de febrero y el de abril? ¢Y en todo el dominio de la funcidn del problema?

‘ Para leer luego de resolver la Actividad 2

Resolucion de la Actividad 2 e introduccion de nuevas nociones

Para responder las preguntas a) y b), debemos observar para qué intervalos de tiempo se han
incrementado o disminuido los valores de las variaciones del precio del ddlar. En otras palabras, debemos
mirar para qué valores de las abscisas, aumentan o disminuyen sus correspondientes ordenadas cuando
ellas (las abscisas) aumentan. Asi, podemos decir que entre el primer dia habil de febrero y el del marzo
la variacidn del délar ha ido en aumento, como también entre el primer dia habil de abril y el de julio, y
entre el primer dia habil de septiembre y octubre. Todos esos intervalos de valores se denominan
intervalos de crecimiento de la funcion o también se puede decir que en dichos intervalos la funcién es

creciente.

Podemos razonar de manera similar para decidir en qué momentos la variacién del délar ha disminuido.
Asi podemos decir que esto ocurre entre el primer dia habil del ano y el primer dia habil de febrero, como
también entre el primer dia habil de marzo y el de abril, y entre el primer dia habil de julio y septiembre.
Y al igual que antes, son los denominados intervalos de decrecimiento de la funcién o también son los

intervalos en que la funcién es decreciente.
Por lo tanto:

e Una funcion es creciente en intervalos de su dominio donde a medida que aumentan los valores de las
abscisas también aumentan sus correspondientes imagenes. Para el problema de la Actividad 1 los
intervalos de crecimiento de la funcidn, es decir aquellos para los cuales la funcidn es creciente, son: (2;3),

(4;7)y (9; 10).

e Una funcidn es decreciente en intervalos de su dominio donde a medida que aumentan los valores de
las abscisas, disminuyen sus correspondientes imagenes. Para el problema de la Actividad 1 los intervalos
de decrecimiento de la funcidn, es decir aquellos para los cuales la funcion es creciente, son: (1; 2), (3; 4)

y (7;9).

Para responder las preguntas del item c) tenemos que ir observando lo que sucede con la grafica de la
funcién en cada intervalo de tiempo que se menciona e identificar los puntos mas altos de la curva o lo

mas bajos para decir cudles son mdximos o minimos respectivamente.
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Asi, entre el primer dia habil de enero y el de septiembre observamos que la variacion maxima se da el
primer dia habil de Julio y la minima, el primer dia habil de abril. Las ordenadas de dichos puntos se
denominan mdximos y minimos absolutos, respectivamente, para el intervalo del dominio que hemos
analizado. Entonces en el intervalo [1; 9] incluido en el dominio, decimos que el maximo absoluto es 1,4
y se alcanza en x = 7, o que (7; 1,4) es el punto maximo absoluto de la funcién y que el minimo absoluto

es -0,6 y se alcanza en x = 4, o que el punto minimo absoluto de la funcién es (4; -0,6).

A su vez, en el mismo intervalo que estamos analizando, se pueden observar puntos en los que antes de
ellos la funcidn crece y luego decrece o viceversa, y que visualmente también representan “picos” en la
grafica de la funcidn como lo son los puntos maximos y minimos absolutos que antes definimos. En estos
puntos cuyas ordenadas muestran que antes y después de ellos la funcién cambia de ser creciente a
decreciente o viceversa, se denominan mdximos o minimos locales o relativos. Entonces, para el intervalo
[1; 9] del dominio de la funcidn, los puntos maximos relativos son: (3; -0,4) y (7; 1,4) (éste ultimo ademas
es maximo absoluto). Y los puntos minimos relativos en este intervalo son: (2; -0,5) y (4, -0,6) (éste ademas

es minimo absoluto).
Entonces:
e Sia € Dom(f), f(a) es mdaximo absoluto de la funcidn f si para todo x € Dom(f), f(a) = f(x).
e Sia € Dom(f), f(a) es minimo absoluto de la funcidn f si para todo x € Dom(f), f(a) < f(x).
e Sia € (x1;x3) € Dom(f), f(a) es mdximo relativo de la funcién f si para todo

x € (x1; x,) se cumple que f(a) > f(x).
e Sia € (x1;x3) € Dom(f), f(a) es minimo relativo de la funcidn f si para todo

X € (x1;x,) se cumple que f(a) < f(x).

Ahora, continuemos respondiendo las preguntas del item c): Entre el primer dia habil de febrero y el de
abril, es decir en el intervalo [2; 4], la variaciéon minima se da el primero de abril. O sea que el minimo
absoluto en ese intervalo es -0,6 que se alcanza en x = 4. Y el maximo absoluto en ese intervalo es -0,4

que se alcanza en x = 3.

Pero considerando todo el dominio, teniendo en cuenta las definiciones de extremos absolutos y relativos,
se puede afirmar que la variacién maxima es 1,55 que corresponde al valor maximo absoluto de la funcién,
el cual se alcanza en el valor de abscisa x = 10, o sea el primer dia habil de octubre. Y la variacién minima
es -0,6 que corresponde al valor minimo absoluto de la funcién y se da en x = 4, es decir el primer dia habil

de abril.
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A su vez, observando toda la funcién se puede decir que la funcién presenta tres minimos relativos que
son: (2; -0,5), (4; -0,6) y (9; 1,15). Y también la funcidn tiene tres maximos relativos que son: (3; -0,5) y (7;
1,4).
Observar que para la funcidn en todo su dominio el punto (4; -0,6) es minimo absoluto y relativo a su vez,

pero el punto (10; 1,55) es sélo maximo absoluto (y no relativo).

‘ Resolver las siguientes actividades

Actividad 3

Observando las siguientes graficas, determine (justificando) cuales corresponden a funciones de R en R
(es decir con dominio y codominio en el conjunto de los nimeros reales). En las que sean funciones,

determinar el conjunto imagen.

N
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Actividad 4

Observando el grafico de la funcién g, que va de un conjunto A en R, indicar:

a) Dominio A y conjunto imagen

b)c’, C*tyC~

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

d) Maximos y minimos absolutos y relativos.

e) Calcular: g(0), g(-3), 8(2), g(12), g(-6), g(1)

v
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Actividad 5

Diego sacd agua de la heladera, la calentd hasta el hervor y quitd el recipiente del fuego. Midid la
temperatura del agua desde que encendio el fuego hasta 64 minutos después. El siguiente es el gréfico

de una funcién T que da las temperaturas (°C) del agua, registradas a lo largo del tiempo t (en minutos).

Tomparatura (on *C

t (Nempo &n min)

a) éCual es la temperatura al inicio del proceso?
b) éCudl es el dominio e imagen de la funcidn T? ¢Qué significan en términos del problema?
c) ¢En qué intervalos la funcidn es creciente, decreciente o constante? ¢ Qué significan estos intervalos
en términos del problema?
d) éCuadles son los maximos y minimos absolutos de la funcion T? Interpretar en términos del problema.
e) Completar e interpretar en el contexto del problema:
T(5)=
T(20)=
T(55)=

Actividad 6
En la tienda de alimentos para mascotas estan analizando si van a fraccionar o no las bolsas de 20 kg de
comida para gatos.

a) Si se decide armar 5 paquetes con cada bolsa, ¢ Cuantos kg contendrd cada uno? ¢Y si se decide armar
8 paquetes? ¢Y si fuesen 10, 12 o 40 paquetes?

b) La relacion entre cantidad de paquetes a armar y kg que tendra cada uno es una funcidn. Explicar por
qué.

c) Si se decide que la cantidad maxima de paquetes a armar serd 20, ¢ Cual es el dominio e imagen de la
funcién p en ese caso, siendo x la cantidad de paquetes? (considerar que se podria decidir no fraccionar
la bolsa)

d) Determinar, si es posible, una formula para la funcion p que indique el peso (en kg) que contendra

cada paquete segun la cantidad que se decida armar.

30




JVG — Departamento de Matematica — Curso de Iniciacién — Etapa a distancia

Para leer luego de resolver las Actividades 3 a 6

Sobre la Actividad 6

Podemos afirmar que la relacion entre cantidad de paquetes a armar y el peso (en kg) que tendra cada
uno es una funcién, puesto que por cada niumero de paquetes a armar le corresponderd una Unica
cantidad de kg correspondiente al peso de cada paquete. Por ejemplo, si se arman 5 paquetes, cada uno
contendra 4 kg de alimento (esto surge de hacer 20:5). Y asi podemos responder que si, en cambio, se
deciden armar 8 paquetes, cada uno contendra 2,5 kg de comida. Es facil ver que a medida que aumente
la cantidad de paquetes en los que se decida fraccionar la bolsa de 20 kg de alimento, disminuira la

cantidad de kg que tendra cada uno de ellos; por lo tanto, se trata de una funcidn decreciente.

La cantidad de paquetes debe ser entera y positiva, ya que carece de ldgica hablar de -3 paquetes o de
4,7 paquetes; ademas, sabemos que la cantidad maxima de paquetes a armar es 20 y que también se
podria decidir no fraccionar. Entonces, el dominio de la funcién p son los nimeros naturales del 1 al 20, y
su imagen seran la cantidad de kg que pueden caber en cada paquete. Considerando que x es la cantidad
de paquetes a armar, la imagen son los resultados de hacer el cdlculo 20 dividido x, con x variando entre
los nimeros naturales de 1 a 20. A partir de esto, podemos determinar la formula de la funcién que

indique los kg de alimento que contenga cada paquete dependiendo de cuantos se armen, dicha férmula

es:p(x) = 2

X

Y asi como para este problema se pudo encontrar una férmula de la funcion que lo modeliza, se puede
realizar en muchas situaciones mas. De hecho, uno de los asuntos de la Matematica es modelizar
diferentes fendmenos (naturales, econdmicos, sociales, etc), mediante funciones, de modo de poder
estudiarlos. Conociendo la férmula de una funcién es mas sencillo, en muchos casos, predecir resultados
a futuro, como asi también determinar valores maximos y minimos. Por ejemplo, si es posible determinar
una féormula que indique la temperatura de una ciudad determinada durante un mes, se podra saber
cuales seran los dias de maxima y minima temperatura, y asi un turista podria decidir qué actividades

realizara en dicha ciudad en base a esa informacion.

Volviendo a la funcién de la Actividad 6, también se podrian calcular todos los resultados para cada
cantidad de paquetes que se pueden armar y volcarlos en una tabla. Esa es otra forma de presentar una
funcién. O también, como ya vimos con los problemas anteriores, se puede presentar su grafico. En este
caso, seran puntos aislados y no una grafica de trazo continuo como en los problemas anteriores, puesto
que, como ya se dijo, no tiene sentido hablar de 6,5 paquetes, sino solamente de una cantidad que sea

representada por un nimero natural.
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A continuacidon, se muestra la tabla y el grafico que

peso se presentan aproximados con dos decimales):

también representan a la funcién p (los valores del

X p(x)
(cantidad de paquetes) | (kg que contiene cada paquete)
1 20
2 10
3 6,67
4 5
5 4
6 3,33
7 2,86
8 2,5
9 2,22
10 2
11 1,82
12 1,67
13 1,54
14 1,43
15 1,33
16 1,25
17 1,18
18 1,11
19 1,05
20 1
y (kg por paguete)
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19

18

17
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‘ Resolver la siguiente actividad

Actividad 7

Dar una funcién f (indicando dominio, codominio y formula) en cada uno de los siguientes casos, que
represente a la situacién. Determinar, ademas, el conjunto imagen.

a) f(x) es el precio a pagar de una persona segun la cantidad x de alfajores comprados en un kiosco,
sabiendo que cada alfajor vale $ 15 y que como maximo se llevara 6 alfajores.

b) f(x) es el perimetro de un cuadrado de lado x.

c) f(x) es el area de un cuadrado de lado x.

d) f(x) es la longitud de una circunferencia de radio x.

e) f(x) es el area de una circunferencia de radio x.

f) f(x) es el volumen de un cubo de arista x.

g) f(x) es el area de un tridngulo rectangulo de catetos 2x y x+4.
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2 Areas y Rompecabezas.

Para esta seccion necesitamos recordar que:
¢ Un tridngulo rectangulo es el que tiene un dngulo interior recto (de 907).

¢ En todo tridngulo rectingulo, los lados que determinan al dngulo recto se llaman
catetos v el lado opuesto a dicho angulo se llama hipotenusa.

Considerar dos rompecabezas conformados con las siguientes piezas:

Primer rompecabezas: 4 tridngulos rectangulos ignuales v dos cuadrados. El lado
de uno de los cuadrados es igual a uno de los catetos de un tridngulo y el lado del
otro cuadrado es igual al otro cateto del mismo tridngulo.

Segundo rompecabezas: 4 triangulos rectangulos iguales (e iguales a los del rompecabezas
anterior) v 1 cuadrado cuyo lado es igual a la hipotenusa de uno de los triangulos.

Ejercicio 1 Justificar que se pueden armar dos cuadrados iguales, uno con cada
juego de piezas. Dedueir que la suma de las dreas de los cuadrados que son piezas del
item 1) es igual al drea del cuadrado que es pieza del item 2)

Esperamos que el armado del primer
rompecabezas hava quedado asi:

En cada tridngulo, llamamos a la medida de uno de los catetos, b a la del otro cateto
v ¢ a la de la hipotenusa. En primer lugar notemos que al enfrentar dos tridngulos

rectangulos haciendo coincidir sus hipotenusas se obtienen rectangulos cuyos lados
miden a ¥ b. Obtenemos dos de estos rectingulos. Luego el lado de medida a se
ajusta con el cuadrado de igual lado v lo mismo se hace con el lado de medida b. La
figura completa tiene angulos rectos en cada una de sus esquinas y ademads sus lados
miden todos la suma de los catetos a + b. Por eso es que la figura se trata de un
cuadrado.

El drea A del cuadrado resultante se puede caleular de dos maneras: a) mediante la
medida de su lado, b} mediante la suma de las areas de las figuras que lo componen.
Analicemos lo necesario para estos cileulos:

¢ medida del lado del cuadrado resultante L = a + b,

¢ drea de cada triangulo = “T'b.,

e drea de cuadrado de lado a = a®,

e drea de cuadrado de lado b = b2,
Area del cuadrado mediante su lado:
A=(a+b)?
Area del cuadrado por figuras que lo componen:

A = 4-drea de cada triangulo+-drea de cuadrado de lado a +drea de cuadrado de lado b,

Por lo que resulta

[a+b)2=4-%b+a2+bz,
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Ejercicio 2. Hacer para el segundo rompecabezas un andlisis similar al realizado
para el primero. Llegar a que el drea del cuadrado resultante puede calcularse con la
expresion 4 - “?b + .

Dado que el drea de los cuadrados de ambos rompecabezas es el mismo, porque la
medida del lado en ambos casos es a + b, podemos igualar las dreas que resultan de
sumar las figuras que los eomponen respectivamente obteniendo:

4-%6+a2+52=4-%b+32.

Cancelando los términos iguales en ambos miembros obtenemos:
c? = a® + B

Este altimo renglon nos esta mostrando una propiedad que se cumple para todo
triangulo rectangulo. Esta propiedad puede enunciarse de dos modos diferentes.

Formulacion mediante areas: En un tridngulo rectangulo, el drea del cuadrado
cuyo lado es la hipotenusa del tridngulo es igual a la suma de las dreas de los cuadra-
dos cuyos lados son, respectivamente, las longitudes de los catetos.

Formulaciéon mediante longitudes de lados del tridngulo: Dado un tridngulo
rectangulo, el cuadrado de la longitud de su hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de cada une de los catetos.

Ambas formulaciones corresponden al Teorema de Pitagoras, aunque la iltima es
mas conocida v nos permite hacer caleulos de longitudes de lados,

Teorema de Pitagoras: Para todo tridangulo rectingulo, el cuadrado de la hipotenusa
es igual a ln suma de los cuadrados de los catetos.

Nota: Los caleulos de esta seccion son de medidas, las cuales son positivas. De modo
que expresiones del tipo u? = v, donde u es una medida v v = 0, se caleulan u = /7.

Ejemplo 1. 5i en un triangulo rectangulo, un cateto mide a = 3 em y el otro cateto
mide b =5 em, jcudnto mide su hipotenusa?

Considerando que ambas longitudes estdn expresadas en la misma unidad de medida
{centimetros) podemos operar solo con los niimeros

=+ P ="=3+5"=¢"=04+25=31— ¢ =31~ 5,83
La hipotenusa mide entonces ¢ = 5,83 cm.

Ejemplo 2.  Si en un triangulo rectangulo, un cateto mide 3 em v la hipotenusa
mide 5 em, jcudnto mide el otro cateto?

En este caso, llamando b al cateto que debemos averiguar resulta:

=321 —= P =5_32=25 0=16=b=+16=4.
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El cateto mide b = 4 cm.

Ejemplo 3. Si en un triangulo rectiangulo, los catetos miden 1 ;Cuanto mide la
hipotenusa? | Qué puede decir de los angulos?

Este es un triangulo isdsceles pues tiene dos lados iguales.
Llamamos ¢ a la medida de la hipotenusa, a a la medida de
uno de los catetos v b a la medida del otro.

Usamos el Teorema de Pitdgoras para calcular la hipotenusa

& = at 4+
A o= 17417

& = 2.

Luego, ¢ = /2.
De aqui podemos inferir una posible construccién geométrica de /2.

Ejemplo 4. Si en un tridangulo rectiangulo, uno de los catetos mide el doble del otro
v la hipotenusa mide 5 em, caleule la medida de cada cateto.

Pongamos al cateto a como el doble de b, eso se escribe a = 2b (podriamos haber
supuesto que b = 2a y los resultados finales darfan lo mismo). La relacién entre los
lados del tridngulo rectangulo segin el Teorema de Pitdgoras es:

5 =a® + P = 5% = (2b)° + b* = 5% = 4b" 4+ b = 5b°.

Luego,
g2
52 = 5% = "? — % = 5=0b% = b= 5 =~ 2,236.
La longitud de la hipotenusa es aproximadamente 2, 236 cm.

Ejemplo 5. Se apoya una escalera de 3 metros de largo en una pared (la pared es
perpendicular al piso) ;A qué distancia de la pared habria que apoyar la base de la
escalera s1 se quiere alcanzar una altura de 2,30 m?

Se quiere saber a qué distancia de la pared hay que apoyar la escalera, para ello
medimos a partir del canto de la pared (hacer un esquema). Como vemos, queda
formado un triangulo rectangulo del que se conocen la hipotenusa, que es la medida
de la escalera, v uno de los catetos, que es la altura que se desea alcanzar. Luego,
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& = b¥+a
P = 2,30 +a*
a® = 3*_-2230°
a? = 3,71
= V3T,
1,02

Respuesta: La escalera debe colocarse a aproximadamente 1,92 m de la pared para
alcanzar la altura deseada.

Método para comprobar si una pared esta a escuadra

En las construcciones edilicias es importante construir las paredes “a escuadra”. Esto
significa que cuando dos paredes se encuentran, el Angulo formado por ellas debe ser
009, Para wverificar esto los constructores miden sobre las paredes apovandose en el
suelo. Desde el punto de encuentro de ambas paredes, donde ubican una marea, hacen
otra marca a los 40 em sobre una de ellas y otra a los 30 em sobre la otra, todas al
ras del suelo. Luego, con un hilo comprueban si entre las dos marcas sobre ambas
paredes hay una distancia de 50cm.

jPor qué este es un buen método de comprobacidn? jLa razon la revela el Teorema
de Pitdgoras! pero... jusado al revés!

Ohbservemos que si unimos las marcas podriamos imaginar segmentos que forman
un triangulo tal que las medidas de sus lados verifican la siguiente igualdad numérica:

50° = 40% + 307

Dado que se cumple la ignaldad de arriba entre las medidas de los lados del triangulo,

podemos asegurar que el dngulo formado por los segmentos es recto v entonces las
paredes estan a escuadra.
La propiedad que nsamos para asegurar esto es el reciproco del Teorema de Pitagoras
(por eso dijimos “al revés” ), el cual se enuncia en forma general del signiente modao.
Teorema reciproco del Teorema de Pitdgoras: 5i un tridngulo es tal que [a
suma de los cuadrados de la longitud de dos de sus lados es iqual al cuadrade de la
longitud del tercero, entonces el angulo comprendido por los dos primeros lodos es
recta.
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2 Proporciones en triangulos rectangulos.
La altura de la torre eléctrica.

Ejemplo 9. Andando por las rutas argentinas habran visto las torres gigantes que
sostienen los cables de alta tension que trasladan la energia eléctrica a nuestros hog-
ares. FEsas moles metilicas se ven tan tan altas...;jcuinto mediran?. .. A continuacién
mostraremos un método que nos permite estimar su altura.

En un dia soleado, en un momento determinado del dia, es ficil ver la sombra de
una torre sobre el terreno. Esta se forma por un rayo de sol que incide en forma
oblicua desde la punta de la torre hasta el terreno (hacer un dibujo de lo descripto).
Pensemos la sombra de la torre como si fuera un segmento con origen en el punto A,
en la base de la torre, v extremo B, en el final del rayo. Tomamos un poste cuya
altura conocemos v lo ubicamos verticalmente en algiin punto del segmento AR de
modo que la nueva sombra del poste tenga el mismo extremo B.

El método para caleular la altura de la torre se basa en que dicha medida v la
longitud de su sombra son valores propercionales a la altura del poste v la longitud
de su correspondiente sombra

Altura de torre Altura de poste
long. de sombra de torre ~ long. de sombra de poste’

Las sombras, de la torre v del poste, imaginandolas como segmentos, v 1a altura del
poste son relativamente ficiles de medir. A partir de la proporeion de arriba se puede
caleular la altura de la torre.

7 Qué condiciones son necesarias para poder aplicar este método? Para responder esta
pregunta pensemos en qué se mantiene fijo v qué puede variar. (Mirar el dibujo y
pensar antes de segnir leyendo...)

T
Poste

Fijado un cierto momento del dia, la sombra de la torre v el dngulo de incidencia del
rayo del sol en el punto B también estan fijos. Llamamos « al angulo. La altura del
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poste puede variar (dado que al poste lo elegimos nosotros) v al pedir que la sombra
del poste termine en B estamos imponiendo la condicidn que el angulo de incidencia
del rayo solar que pasa por la cima del poste también sea . Planteando la situacion
peométrica quedarian dos trisngulos rectdangulos del siguiente modo:

Notar que:

e Los tridngulos rectingulos determinados, TAB y PA'B, tienen sus dngulos
agudos iguales. Basta recordar que por propiedad de la suma de los dnpgulos
interiores de un trisgngulo, el dngulo agudo restante se caleula:

180% — (907 4+ a) = 907 — o,

El dngulo restante es el complemento de «. Esto puede ser generalizado para
cualquier par de tridangulos rectingulos, basta con que tengan un dngulo agudo
igual para que los restantes sean iguales entre si .

e Tomando como referencia el dAngulo o en ambos tridngulos, en el trisngulo TAB
el lado T'A es opuesto a; en el tridnpgulo PA'B el lado PA" es el opuesto. Los
lados AB v A'B son lados advacentes a o respectivamente v TH v PB son las
hipotenusas de los respectivos triangulos considerados.

En los triangulos rectangulos TAB v PA'B estamos en condiciones de usar la si-
ruiente propiedad que relaciona los lados de tridingulos rectangulos.

Proporcionalidad entre lados de tridngulos rectiangulos: Si dos tridingulos
rectangulos cualesquiera tienen un dngulo agudo igual (miden lo mismo) entonces los
pares de lados de ambos tridngulos que guardan la misma posicidén respecto a dicho
angulo, son proporcionales.

Importante: La propiedad enunciada es la que corresponde a tridangulos rectingulos
semejantes. Esta propiedad vale en general para cualquier par de trisngulos, sean o
no rectangulos, cuando los mismos tienen sus dngulos respectivamente iguales. En
este caso los llamamos tridngulos semejantes. Podemos ver que éstos conservan la
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misma forma. Vale en general que en trisangulos semejantes cualesquiera, los lados
que guardan la misma posicidn respecto a angulos iguales, son proporcionales.

La propiedad enunciada, aplicada a los triangulos considerados, nos permite armar

la siguiente proporeion:

TA PA

AB A'B
de la cual podemos obtener la altura de la torre: T4 =
que podemos efectivamente medir,

La constante de proporcionalidad que resulta de lo planteado en (2.2) depende del
ingulo de incidencia de los rayos solares, es decir de . En otro momento del dia
podremos armar la proporcion con las medidas de los segmentos determinados v el
planteo de la proporcion es analogo, pero la constante de proporcionalidad tendra
otro valor.

(2.2)

P’

575 - AB apartir de longitudes

Ejemplo 10. Si el método anterior se aplica con un poste de 2m de alto el cual
provecta una sombra de 2, 86m v sabiendo que la sombra de la torre es de 78, 54m
entonces:

2

— altura de torre = —— - 78,54, — a; = 54.92 = 55

altura de torre 2 :
2,86

78,54 ~ 2.8

En este ejemplo, la constante de proporcionalidad se obtiene del siguiente modo

cateto opuesto a o 2
cateto adyacente a o 2,86

== 0, 699.

2.1 Las relaciones trigonométricas.

Resolvimos la situacion anterior gracias a la proporcionalidad de lados de triangulos
semejantes. Esto nos permite obtener ademsds otras constantes de proporcionalidad
haciendo intervenir los distintos lados. Determinamos tres constantes de propor-
cionalidad entre lados de tridangulos rectangulos semejantes. Estas son tres de las
principales relactones trigonométricas correspondientes a un dngulo agudo o de un
triadngulo rectangulo. Ellas son:

lomgitud de ecateto adyacente a o

coseno de ae ;. cOSax = _ _
longitud de hipotenusa o

longitud de cateto opuesto a «
longitud de hipotenusa o

seno de o sina =
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Estos valores estan tabulados para distintos dangulos agudos vy pueden calcularse por
caleuladora.

Cabe aclarar que los valores resultantes de los cocientes planteados no tienen unidades
de medidas (se dice que son adimensionales) pues las medidas que se consideran en
dichas razones se obtienen cuando las cantidades estan expresadas en la misma unidad
de medicion.

Ejemplo 11. (Cileulo de uno de los lados conociendo el angulo o el valor de alguna
relacién trigonométrica):

e Si el dngulo de incidencia del rayo solar es de 38°. ;Cudl es la sombra que
provecta la torre de 55 m de alto?
Hagamos un esquema de un tridangulo o
rectangulo, observemos los datos v lo que
queremos caleular,
Vemos que los lados involucrados son el

cateto opuesto (la altura de la torre) y el Cateto

cateto adyacente (la longitud de la som- opuesto

bra), la relacion que se usa es la tangente i

del angulo. El planteo es: T
longitud de cateto opuesto a 38° 55 Cateto

tan 387 = = —. adyacente

"~ longitud de cateto adyacente a 38 s,

Para obtener el valor de tan 387, usamos la calculadora cientifica. En primer
lugar verificamos que el modo de la ealeuladora sea DEG, que corresponde a los
grados sexagesimales con los que mediremos los angulos. Al apretar la tecla de
tangente (dependiendo de la calculadora puede ser tg o tan) v luego ingresar el
nimero “387 se obtiene un niimero que aproximamos con cuatro cifras decimales:

tan 38° =~ 0, 7812.

Se calenla sombra de torre = %. Este cociente se realiza en la caleuladora
ingresando el *557 dividido por *tan” *38"y wvale sombra de torre = 70, 396.

e ;Cudl serd la longitud del rayvo incidente desde la cima de la torre anterior al
suelo correspondiente a la inclinacién 3827

En este caso, la relacion que debemos usar es seno ya que conviene siempre usar
los datos iniciales.

<in 38° — longitud de cateto opuesto a 38° 55 . hip— ah
a longitud de hipotenusa ~ hip P= sin 38

Luego, 1a longitud del rayo incidente es hipotenusa = 89, 33,
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Ejemplo 12. (Cédlculo del dngulo conociendo el valor de alguna de las relaciones
trigonométricas) ;Cudl es el dngulo de incidencia del rayo solar si para la torre de
556m se ha medido una sombra de 75m.7
En este caso conocemos las longitudes de los catetos con los que puede obtenerse la
tangente del angulo. Llamamos o al angulo de incidencia, desconocido en este caso.
longitud de cateto opuesto a a altura de torre 55

tano = = = —
longitud de cateto advacente a «© sombra de torre 75

En este caso, para averiguar el dngulo agudo, usamos la caleuladora: activamos la
tecla de “inversa”,luego la tecla “tan” de la tangente e ingresamos entre paréntesis
el valor (%), (jojo!, dependiendo de la caleuladora, los pasos pueden estar dados en
otro orden) obteniendo el valor aproximado 36, 25. Este valor es la medida, en grados
sexagesimales, del angulo cuya tangente ingresamos. Para verlo en “grados, minutos y
segundos sexagesimales”, apretamos la tecla de conversidn (explorar en la caleuladora

personal) que nos dara el siguente resultado: o = 36215

Relacidon entre la tangente de un dAngulo, el seno y el coseno.

Las definiciones introducidas en 2.1 v la simplificacion de razones, nos permiten de-
ducir que:

. longitud de cateto opuesto a o
sin ex Tongitud de hipotenusa longitud de cateto opuesto a o

cosa  longitud de cateto adyacente a o Jongitud de cateto adyacente a a
Tongitud de hipotenusa

= tan o

Quiere decir que el valor de la tangente de un dAngulo estd relacionado con el del
seno v el coseno del mismo.
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