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La siguiente actividad es para trabajarse en grupos
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4) Ordenar de menor a mayor a los siguientes nimeros racionales:

23

2 )

)

23 11 13
) 2 ) 6 )

w|

5) éCudntas fracciones hay entre 10 y 11? ¢Cudntas de ellas tienen denominador 3? ¢Y cuantas tienen

denominador 12 y son irreducibles?

6) éCuantas fracciones hay entre 2/5 y 5/8? Entre ellas, ¢hay alguna que sea irreducible y tenga

denominador 8? ¢Y alguna que sea irreducible y tenga denominador 16? ¢Y alguna que tenga

denominador 10?

7) éCuantas fracciones hay entre 47/100 y 48/100 cuyo denominador es una potencia de 10? ¢Y cuantas

hay entre ellas que tengan denominador 107?

8) Dar dos fracciones que estén entre 1/4 y 1/6' Luego, dar una que esté entre ellas y cuyo denominador

sea 15

_ Para leer luego de haber realizado la actividad 1

Lectura 1: Pasaje de la expresion decimal a la expresidon fraccionaria de un nimero racional

Cuando buscamos la expresion decimal correspondiente a una fraccién puede darse que se obtenga un
desarrollo decimal finito, como 3/ 4= 0,75, o un desarrollo decimal periédico; en este ultimo caso, el
desarrollo periddico puede ser puro (toda la parte decimal es periddica), como en 7/9 = 0,7 o mixto (el

periodo no comienza en la primera cifra decimal), como en 5/18 =0,27.

Los numeros con expresion decimal finita pueden escribirse como fracciones de la manera que se muestra

en el ejemplo:
Consideremos al nimero x = 2,427.
Entonces:

1000.x = 1000.2,427

1000.x = 2427
2427
*= 000

(se multiplica por 1000 para transformar a 2,427 en un entero)
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Los numeros con expresion decimal periddica pura pueden escribirse como fracciones de la forma que se

muestra en el ejemplo:
Seax = 2,17
Entonces:
100.x = 217,17 (1)
Restando (2) — (1):

99.x = 215 _ 2
X = =% =55

Si el numero decimal es periddico mixto, la fraccion se obtiene de la forma que se indica en el ejemplo:
Sea x = 3,814
Entonces:
10.x = 38,14 (1)
1000.x = 3814,14 (2)
(observar que estas dos multiplicaciones permiten igualar las partes decimales)
Restando (2) — (1):

990.x = 3814 — 38 _ 3776
X = =>x = 390

-I La siguiente actividad es para trabajarse en grupos, luego de la lectura 1

Actividad 2
Resolver los siguientes ejercicios:

1) Dar el desarrollo decimal de cada una de las siguientes fracciones:

11 5 23 82
4°8'24" 3

2) Escribir en forma de fraccion irreducible a los siguientes nUmeros decimales:

a) 0,47 b) 3,142 c)0,8 d) 23,4 e) 1,386 f) 4,316
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| Realizar la siguiente actividad de tarea
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[ Para leer

Lectura 2: Potenciacion con numeros reales

Recordamos aqui cdmo se resuelven potenciaciones con exponente negativo y fraccionario.

. . - 1\"
Siendo a un nimero real y n un real positivo: a "= (;)
Ejemplo: (—E)_3 = (— E)3 =-=2
jemplo: 2 3 27
a ’ q m 0.z m/ _(n m
Siendo a un nimero real no negativo y ™/, una fraccién: a/n=(Va)

5
Ejemplo: 4°/2 = (V&) = 32
Y también recordamos algunas propiedades de la potenciacién:

Siendo a, m y n reales (de modo que las operaciones estén definidas):

a™. a® = a™tn; g™ g" = g™ " (@™)" = g™

-l La siguiente actividad es para trabajarse en grupos, luego de la lectura 2
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| Realizar la siguiente actividad de tarea
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| Paraleer 0000000000000 |

1 Omitimos demostrar la validez de la férmula. Probablemente sea vista en alguna de las asignaturas de primer afio

7
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Realizar la siguiente actividad luego de la Lectura 1

Actividad 1:

1) Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas:
a)3x2—§=0 b)2 —x%=—1 Q)4x2 —2x=0
d)—x.(2—-x)=-2x—1 f)—x2+x+6=0 g)4x’+3x+1=0

2) Resolver de dos modos diferentes a las siguientes ecuaciones cuadraticas:
a) (4—2x)2=% b) —2x.(5—x) =0
Actividad 2:
1) Hallar la longitud de los catetos de un triangulo rectangulo isésceles de hipotenusa 12 cm.
2) éCual es el area de un triangulo equilatero de lado 3 cm?
3) éCuél es el valor exacto del radio de un circulo de drea 5 cm??
Actividad 3:
1) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar.

a) —V/2 es solucion de la ecuacion 2 — x% = 0

V2 _ ., ., 9
b) s la Gnica solucién de la ecuacién —x2 + 4 = >

c) Todas las ecuaciones cuadraticas tienen dos soluciones reales distintas

d) Si una ecuacién cuadratica tiene el discriminante mayor o igual que 0 entonces tiene dos soluciones
reales distintas

e) Si en una ecuacién cuadratica el término independiente vale 0, entonces una solucién es el 0

f) Si una ecuacion cuadratica tiene dos soluciones reales, entonces una es positiva y la otra es negativa

g) Si una ecuacién cuadratica tiene los tres coeficientes mayores que 0 entonces no tiene raices reales

| Para leer luego haber resuelto las Actividades 1 a 3

Lectura 2: Resolucion de ecuaciones de grado mayor o igual que 3
En este apartado vamos a avanzar, de forma preliminar, en la resolucidn de ecuaciones de grado 3 o mas.

Veamos una presentacion del problema. Supongamos que queremos resolver la ecuacion

5 1
x3—§x2—§x+3=0

En principio, no disponemos de recursos para encontrar los valores de x que verifican la ecuacion. Pero,

si supiéramos que la ecuacion dada puede ser expresada de la siguiente manera:
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2

(puede verificarse aplicando la propiedad distributiva que las expresiones son equivalentes)

(x—2).(x+1).(x—§>=0

podriamos resolver la ecuacién usando que un producto es nulo cuando alguno de los factores es nulo.

Asi:
3
x—2=06x+1=0()x—§=0
De lo que se deduce que:
e 163
x=206x= ox—2

. . " 3
Por lo tanto, el conjunto solucidn de la ecuacidén es S = {2, —1,5}

Con el ejemplo anterior, pretendemos hacer ver que si un polinomio estd expresado como producto?, la
resolucion de la ecuacidn se facilita. Veremos ahora, algunos recursos que permiten avanzar en esa

direcciodn.

Como un primer acercamiento, consideremos las siguientes propiedades:

ea? —b? = (a—Db).(a+ b); al primer miembro de la igualdad se lo llama diferencia de cuadrados;
e (a +b)? = a? + b? + 2ab; al primer miembro de la igualdad se lo llama cuadrado de un binomio;

e (a+h)®=a3+3.a%.b+3.a.b?+ b3; al primer miembro de la igualdad se lo llama cubo de un

binomio.

Ejemplo de su uso:

La ecuacion x* — 2x? + 1 = 0 puede escribirse como (x?> —1)2 =0

Entonces: x2 —1 =0, esdecirx =16 x = —1. Luego, S = {—1,1}

Y también, el uso del factor comun, como en los siguientes dos ejemplos:

La ecuacion x3 — x = 0 puede escribirse como x. (x2 — 1) = 0, luego S = {0, —1,1}

La ecuacién x3 —x? —4x +4 =0 puede escribirse como x%.(x —1)—4.(x —1) =0, es decir:

(x—1).(x2 —4) = 0. Luego S = {1,—2,2}

Otro recurso mas general es el que se apoya en lo que desarrollamos a continuacion:

2 No usamos el término factorizado ya que esto es mas complejo y serd desarrollado en la asignatura Algebra |

9
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Si realizamos la divisidn entre los polinomios P(x) y x — a, obtenemos un polinomio cociente Q(x) y
polinomio resto R(x), que es una constante (debido a que el divisor tiene grado 1) y podemos escribir

que:
P(x) = Q(x).(x —a) + R(x)
Evaluando la igualdad anteriorenx = g, resulta:
P(a) = Q(a).(a — a) + R(a)
Operando:
P(a) = R(a)

Analicemos lo obtenido. Hemos llegado a que el polinomio dado (el dividendo de la divisidn) evaluado en
X = a, coincide con el resto evaluado en x = a; pero como el resto es una constante, podemos decir

directamente que el polinomio evaluado en x = a es el resto de la division.

Este resultado se conoce como teorema del resto. Es importante destacar que esto vale porque el divisor

esdelaformax = a,lo que permite decir que el resto es una constante?.

Podemos decir algo mas aun. Si el resto de la division (que es una constante) es cero, eso quiere decir que
P(a) = 0 y que puede escribirse directamente que P(x) = Q(x).(x — a), lo que significa que P(x) es

divisible por x — a.
Ejemplos:

Dado P(x) =x3—2x+1vy Q(x) =x+ 3, el resto de la divisién P(x) : Q(x) es P(—3), es decir:
P(-3)=(-33-2.(-3)+1=-274+6+1=—-20

Dado P(x) = x3 —2x + 1y Q(x) = x — 1, el resto de la divisién P(x) : Q(x) es P(1), es decir: P(1) =
13-2.(1)+1=1-2+4+1=0, lo que quiere decir que el polinomio P(x) es divisible por x — 1y,

entonces, podemos escribir que:
x3-2x+1=C(x).(x—1)
Esta igualdad es importante con vistas a nuestro interés de resolver ecuaciones.

El polinomio C(x) es el cociente de la divisién de P(x) por x — 1, por lo que tiene grado 2. Asi, hemos

expresado al polinomio P (x) como producto de un polinomio de grado 2 y otro de grado 1.
Aprovechemos el ejemplo para cerrar esta idea. Pensemos en resolver la ecuacion

x3-2x+1=0

3 No analizamos aqui el caso en que el divisor es un polinomio de grado 1 con el coeficiente principal distinto de 1

10
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Sabemos que x3 — 2x + 1 es divisible por x — 1. Buscamos el cociente de la divisién de estos dos

polinomios (lo hacemos con la regla de Ruffini):

1 0 -2 1
| 1 1 1 -1
1 1 -1 0
Luego:
(x>+x+1).(x—1)=0
Entonces:
x’+x+1=06x—-1=0
El discriminante de la ecuacién cuadratica es A=1 — 4.1.1 = —3 < 0 por lo que la ecuacidn cuadratica

no tiene soluciones reales. Luego, la Unica solucidn real de la ecuacién es x = 1.

El método mostrado en el ejemplo anterior se apoya en que conociamos una solucidn de la ecuacion.
Vamos a ver ahora una propiedad que aporta en este asunto. A esta propiedad se la llama teorema de

Gauss* y trata sobre lo siguiente:

Si un polinomio que tiene todos los coeficientes enteros tiene alguna raiz racional, ésta es el cociente

entre alguno de los divisores del término independiente y alguno de los divisores del coeficiente principal.
Veamos un ejemplo:
Consideremos la ecuacién 2x3 — 6x? — 12x + 16 = 0

Aplicando el teorema de Gauss, los divisores de 16 son: 1,-1, 2, -2, 4, -4, 8, -8, 16, —16 y los divisores de

2son:1,-1,2,-2
Los posibles cocientes son:

1-124—-48-816 —16

1"1°'1’1"1'1"1"1° 1
1 -1 2 4 —4 8 -8 16 —16

2°2'2'2°2'2"272" 2
1 -1 2 4 —4 8 -8 16 —16

4 Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) fue uno de los matematicos mas destacados de la historia.La demostracion de
esta propiedad es asunto de la asignatura Algebra |

11
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Varios de estos cocientes son iguales, por lo que si el polinomio p(x) = 2x3 — 6x2 — 12x + 16 tiene

alguna raiz racional, sera alguna de éstas:

1 1
1,-1,2,-2,4,—4,8 —-8,16,—-16,-,— =
2" 2

Podemos ver que x = 1 es una raiz. Con esto, efectuamos la divisidon entre el polinomio dadoy x — 1

2 —6 =12 16
1 2 -4 -16
2 —4 -16 0

Luego:

(2x? —4x—-16).(x—1) =0
Entonces:

2x2—4x—16=06x—1=0
Aplicando la férmula resolvente a la cuadratica, se obtienex = -2 6 x = 4

Luego, el conjunto solucion de la ecuacion dada es: S = {1, —2,4}

Vale aclarar que si hubiéramos seguido probando con los valores de la lista de posibles raices racionales,
hubiéramos encontrado a las tres raices. Sin embargo, hay que tener en cuenta dos cosas: podria ser que
el polinomio tuviera raices irracionales (y éstas no son proporcionadas por el teorema de Gauss); ademas,

no tenemos ningln elemento tedrico aun, que nos precise cuantas raices tiene un polinomio.

| Realizar la siguiente actividad luego de la Lectura 2

Actividad 4:

1) Resolver las siguientes ecuaciones:
a)x*—x3=0 b)x*—x=0 )x3—3x2+2x—-6=0
d)—2x3—x2+3x+§=0 e)x3+2x—3=0 f)2x3 —3x2+1=0

2) Resolver la siguiente ecuacién de tres maneras distintas: x2+9 — 6x =0

3) éEs posible aplicar el teorema de Gauss para buscar las raices del polinomio p(x) = %x3 —x+4?

12
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\ Realizar las siguientes actividades
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EJE TEMATICO 4: FUNCIONES

En esta segunda etapa, veremos dos tipos funciones que estan entre las llamadas funciones elementales
y que tienen muchas aplicaciones concretas: son la funcién lineal y la funcién cuadratica

\ Resolver la siguiente actividad

Actividad 1

Barbara acaba de sacar el registro para conducir y se va en auto, con una prima, a visitar a unos tios en
Parana. La distancia de Buenos Aires a Parana es 500 km. Su madre, un poco preocupada, le pide que
llame, para ver cdmo va todo, cuando estén a mitad del viaje, cuando esté a 365 km de Buenos Aires y
cuando llegue a Parana. Para dejarla tranquila, Barbara quiere decirle exactamente los horarios en que
llamard. Y como es novata, decide viajar a velocidad constante. Va a salir de la casa de su prima en Escobar,
distante 50 km de Buenos Aires, a las 8 de la mafiana y sabe que dos horas mads tarde se encontrara a

230 km de Buenos Aires. ¢En qué horarios llamara Barbara a su madre?

‘ Para leer luego de haber resuelto la Actividad 1

Sobre la Actividad 1

Para que Barbara pueda decirle a su mama en qué horarios® llamara, podemos pensar en el siguiente

esquema:
ESCOBAR PARANA
o—0 —0 o 0
Bs As 20[KM LEEI*KM 365 KM 500 kM
Salealas 8am Pasaporacaalas10am

Pero primero, tenemos que saber a qué velocidad constante viajara Barbara. Como sabemos que tarda
dos horas en ir del km 50 al km 230, podemos deducir que en dos horas recorrera 180 km (230-50) vy,
como la velocidad es constante, en una hora recorre 90 km.

También, se podia calcular esto recordando lo que se estudia en Fisica, con el MRU (movimiento rectilineo

uniforme):

) distancia recorrida
Velocidad =

tiempo empleado

5> Suponiendo que no se detiene en ninglin momento del viaje, aunque sabemos que en la practica es posible que
lo haga para cargar combustible, por ejemplo, vamos a imaginar que si para tarda tan poco que consideramos esa
demora despreciable. En rigor, Barbara podra darle horarios aproximados a su mama acerca de cuando realizard
los llamados que ella le pide.

15




JVG — Departamento de Matematica — Curso de Iniciacién — Etapa presencial

180 km
Velocidad = —n - 90 km/h

Teniendo en cuenta estos datos, necesitamos ahora poder encontrar una férmula que le permita a
Barbara calcular la distancia a Buenos Aires (d) en cada instante, medido en horas (x). Esto es una funcidn
d, puesto que a cada hora le corresponde una Unica distancia a Bs. As. Podemos ayudarnos, analizando

gué sucede para algunos valores mediante una tabla:

Tiempo de viaje (en h) | Distancia a Bs. As. (km)
X d
1 50 +90.1 =140
2 50 +90.2 = 230
3 50 +90.3 =320

Como se ve en la tabla, la distancia a Buenos Aires se obtiene multiplicando la velocidad por la cantidad
de horas de viaje y sumandole la distancia al punto de partida. Por lo tanto, la férmula de la funcién d
queda asi: d(x)=90.x + 50
El dominio representa la cantidad de horas de viaje, pero no sabemos cudnto tardard en llegar a Parana,
por lo que podemos decir, inicialmente, que son niumeros reales positivos y el cero, ya que el tiempo es
continuo y positivo, o es cero en el momento de inicio del viaje. Podemos averiguar a qué hora (x) llega a
Parana sabiendo que, en ese momento, la distancia sera 500 km; por lo tanto, d(x)=500. Es decir:

90x + 50 = 500 > 90x =500—-50 - x = 450/90 -> x=5 horas
Ahora si, podemos decir que el dominio de la funcidn d es el intervalo real de 0 a 5, es decir, Dom d =
[0; 5].
Vemos que el calculo 90.x nos da la cantidad de km recorridos por Barbara en x horas de viaje y debemos
sumarle 50 para saber a qué distancia de Buenos Aires esta.
Funciones del estilo de la que formulamos para este problema, se conocen como funciones lineales.
Una funcidn lineal tiene una férmula del tipo f{x) = mx + b, donde m y b son niUmeros reales cualesquiera
y x es la variable independiente.
En nuestro caso, m es la velocidad constante a la que viaja Barbara, es decirm = 90y b es el kilometraje
desde donde partid, es decir b = 50.
Llevemos a un grafico los datos de la tabla anterior, completando con las horas hasta 5, para ver qué

caracteristicas tiene la representacion de este tipo de funcion.
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d (distancia a BS. AS. en km)

500
450

400 A

/

350 i
300 :
250

200
150
100 "

50

x (horas de viaje)
0 1 2 3 4 5 8 7

Vemos que los puntos quedan alineados formando, en este caso, un segmento; pero, si el problema
admitiera cualquier valor de la variable independiente, tendriamos una recta, puesto que no habria limite
o tope para los valores del dominio ni del conjunto imagen.

Pero épor qué los puntos del grafico quedan alineados? Porque el valor de la velocidad a la que viaja
Barbara significa que, por cada hora de viaje, es decir, por cada unidad de la variable independiente,
aumenta 90 km en su recorrido, esto es, que aumenta 90 unidades la variable dependiente. Y esta
variacion se mantiene constante a lo largo de todo el problema. A dicha variacidn constante se la llama

pendiente de la recta (que representa a la funcidn lineal) y podemos decir entonces que es el cociente

o . . . . . . . A
entre la variacion de la variable dependiente y la variacion de la variable independiente, es decir: m = é.

Esto lo podemos observar, también, en el grafico de la funcién lineal que modeliza la situacidon. Vemos
que es cierto que por cada unidad que aumenta la variable x, aumenta 90 unidades la variable
dependiente. Pero también vemos que este aumento se da en forma proporcional cuando hacemos una
variacion mayor en la variable independiente, como se observa en el grafico donde al aumentar 5 horas

de viaje, el recorrido aumenta en 450 km y, aplicando estos valores a la formula de la pendiente m,

__ Ay _ 450km _ km
tenemos que: m = el 90 o

17
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d (distancia a BS. AS. en km)

500

400
350

300

450

100 ’ 90

x (horas de viaje)

0 1 2 3 4 5 G 7

El valor de b es 50, que es la distancia a Buenos Aires desde donde parte Barbara, es decir, el kilometraje
en el que se encuentra en el instante cero. A este valor de la variable dependiente (que se ubica sobre el
eje de ordenadas) se lo conoce como ordenada al origen. Por lo tanto, cuando se tiene una funcién lineal
del tipo f(x) = mx + b, ya se sabe cudl es la interseccidn de la recta con el eje vertical. Y con el valor de
m, sabremos cuanto cambia la variable dependiente en funcién de cada aumento de la variable
dependiente.

Algo importante a tener en cuenta es que el valor de la pendiente puede ser negativo y esto quiere decir
que la variable dependiente disminuye con cada aumento de la variable independiente. Esto podria
suceder si pensamos en un auto que esté viniendo desde Parana a Buenos Aires (o desde cualquier otro
lugar que sea en sentido contrario a la ruta de Barbara), ya que en ese caso consideramos la velocidad
negativa y el gréfico seria una recta decreciente.

Resumiendo:

Una funcion lineal tiene una férmula del tipo f(x) = mx + b cuya grafica es una recta, donde m
representa la pendiente y b es |la ordenada al origen, es decir el corte de la grafica con el eje y cuyo punto

tiene coordenadas (0; b). La pendiente indica la variacién de los valores de la imagen, respecto de la
Y .. Ay
variacion de los valores del dominio, o sea que: m = >

Pero auin queda responder a la pregunta del problema: éEn qué horarios llamara Barbara a su madre para

gue se quede tranquila?

18




JVG — Departamento de Matematica — Curso de Iniciacién — Etapa presencial

Ya sabemos que tardard 5 horas en llegar a destino; por lo tanto, el dltimo llamado serd a las 13 horas,
puesto que sabiamos que salié a las 8 horas. Pero falta responder cuando hara los demds llamados.

La madre de Bérbara le pide que la llame cuando estén a mitad de viaje. Para averiguar cuando sera esto
podemos pensar de dos maneras: por un lado, ya sabemos que el viaje total le llevara 5 horas, por lo que
deberia llamar a las 2 horas y media de haber empezado el viaje, es decir, a las 10:30 h. Pero si no
hubiésemos averiguado el total de horas de viaje, podriamos haber pensado asi: primero averiguar
cuantos km recorrerd una vez que haya buscado a su prima, y eso es 450 km. Como va a velocidad
constante, entonces la mitad del viaje se da cuando haya recorrido 225 km; por lo tanto, Barbara debe
hallar en qué momento recorrerd esa cantidad de km, es decir que debe resolver la siguiente ecuacion:
90x = 225 luego x = 225/90, es decir x=2,5h.

El segundo llamado lo tiene que hacer cuando se encuentre a 365 km de Buenos Aires; entonces, para
hallar la cantidad de horas, conviene pensar en la funcién lineal que modeliza la situacion e igualar esta

férmula a 365, luego:

365 — 50
90x + 50 = 365 :>X=T =>x=3,5

O sea, que el segundo llamado debe hacerlo cuando haya hecho 3,5 horas de viaje, es decir, a las 11:30 h.

‘ Resolver la siguiente actividad

Actividad 2
Teniendo en cuenta la funcién lineal cuya férmula es f(x) = 90x + 50, planteada en el problema
anterior, graficarla tomando como dominio todos los nimeros reales y analizar diferentes formas de
hacerlo. Luego, hacer lo mismo con las funciones de expresiones g(x) = —gx +6,h(x)=—-4x—1y
t(x) =3.

Sacar conclusiones acerca de la relacion entre el valor de la pendiente de una recta que representa una

funcidn lineal respecto del crecimiento o decrecimiento de la misma.

‘ Para leer luego de haber resuelto la Actividad 2

Sobre la Actividad 2

Si consideramos la funcién lineal de formula f(x) = 90x + 50 con su dominio mas amplio, es decir R, la
grafica es una recta y no un segmento, tal como habiamos reflexionado anteriormente.

Para graficar cualquier recta, alcanza con conocer dos de sus puntos. Estos pueden ser dos cualesquiera

gue podemos encontrar mediante una tabla de valores, es decir, reemplazando en la variable x
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(independiente) por dos valores del dominio para encontrar sus correspondientes imagenes (valores de
y, variable dependiente). Estos podrian ser, por ejemplo: (1; 140) y (2; 230). Pero también podriamos
hallar puntos caracteristicos de las funciones, como lo son la raiz y la ordenada al origen de la funcién.
Recordemos que las raices de una funcion son las intersecciones con el eje de abscisas, pero que en el
caso de una recta (no horizontal) puede tener como mucho un solo corte con dicho eje.

La raiz es el punto de la funcidn en el cual la ordenada vale cero, es decir es del tipo (r; 0), por lo tanto,
para encontrar la raiz de la recta que estamos analizando tendremos que igualar a cero la formula de la

funcion.

Luego: f(x) =0=> 90x+50=0 =x=— = |x=—2|=-05

. ., . . 5
Entonces, el punto de interseccidon con el eje de abscisas es (— 5 0)

La ordenada al origen, tal como se dijo antes, es la interseccién con el eje y, y basta con reemplazar la
variable independiente por cero o, en el caso de la funcion lineal, ver el valor de b. En nuestro caso, tal
como vimos, es 50. Por lo tanto, el punto de interseccidn con el eje de ordenadas es: (0; 50).

Asi, marcando en el plano cartesiano los dos puntos que mencionamos, (1; 140) y (2; 230), que son las
intersecciones con los ejes, podemos trazar la recta que representa a la funcion lineal f(x) = 90x + 50.

Veamos en el siguiente gréfico que efectivamente la recta contiene a esos cuatro puntos.
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También podemos graficar teniendo en cuenta la pendiente, puesto que ésta indica la variacion de la

variable dependiente respecto de la variable independiente. Como la pendiente m = 90, podemos
90 . . . . .
pensar que es /-, es decir que por cada unidad que aumenta la variable x, aumentara 90 unidades la

variable y. Entonces si nos posicionamos en un punto conocido de la recta, por ejemplo, la ordenada al
origen y desde ahi aumentamos una unidad a la derecha (es decir sobre x) y 90 unidades hacia arriba (es

decir sobre y}, obtenemos otro punto de la recta.
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Observando el grafico, también podemos afirmar que se trata de una funcién creciente y que

oo

9

5
;+°0) yC~ = (—00;

_g)
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. . . . 2
Para graficar las demas funciones lineales propuestas g(x) = —3x+ 6, h(x) =—4x—1 yt(x) =3,
podemos elegir cualquiera de las estrategias mencionadas antes.
Por ejemplo, para la funcion g sabemos que su ordenada al origen es 6, es decir que corta al eje y en (0;6).

Busquemos su raiz, para luego graficar:

2 3
~Sx+6=0=x=-6(-3) =

Luego, la raiz de la funcién g es (9; 0). Trazamos la recta que contiene a los dos puntos, pero observemos
que si desde la ordenada al origen se incrementan 3 unidades segun x y se disminuyen 2 unidades segun
y, hallamos otro punto que pertenece a la recta. O si, al revés, desde la ordenada al origen se retrocede 3
unidades en la variable x y se aumentan 2 unidades en la variable y, también encontraremos otro punto
por donde pasa la recta. Es decir que, si la pendiente de la recta es negativa, una de las variaciones, Ax 6
Ay, sera negativa y a otra positiva. Ademas, en este caso, vemos que la grafica de la funcidn es decreciente,
puesto que a mayor valor de la variable independiente, disminuye la variable dependiente. En conclusidn,
si la pendiente de la recta que representa la funcidn lineal es negativa, entonces tendrd una grafica

decreciente.

En este caso: C° = {9},C™ = (9;+) y Ct = (—o0; 9).
Para la funcién de férmula h(x) = —4x — 1, podemos marcar el punto correspondiente a la ordenada al
origen (0; —1) y desde ahi encontrar otro punto sabiendo que por cada unidad que aumente la variable

X, disminuye 4 unidades la variable y. Sabemos que la recta es decreciente porque el valor de m = —4 es

. . . 1
negativo y si buscamos su raiz, obtenemos Z o
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a3

-4
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Para la funcién h: €% = {—0,25},C~ = (—0,25;4+) y C*t = (—o0; —0,25).

Luego, veamos qué sucede con la funcion de férmula t(x) = 3. éCual es su pendiente? En este caso, m
vale 0, puesto que también podemos pensar la funcién asi: t(x) = 0x + 3.

Observemos que, sin importar qué valor tome x, al reemplazar en la formula de la funcién, ésta va a dar
siempre 3; es decir que la imagen es constantemente 3, para cualquier valor del dominio. Por lo tanto, la
grafica de esta funcidn es una recta horizontal, paralela al eje x. En este caso, la funcién no tiene raiz
puesto que no corta al eje de abscisas. éExistira alguna funcién lineal cuya grafica sea horizontal e
interseque al eje horizontal? Observemos el grafico de la funcién t y luego pensemos la respuesta.

a1y
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La Unica recta que interseca al eje x es la que corresponde a la funcién lineal g(x) = 0, puesto que su
grafico es el eje de abscisas, por lo que tiene infinitas raices.
Para el caso de la funciéont: C° =@ ,C~- =@y C*T =R.
Y paralafuncionq: C°=R,C- =@y C* = @.
Resumiendo:
Segun el valor de la pendiente m de la funcion lineal f(x) = mx + b, podemos decir antes de graficar si

la recta que la representa sera creciente, decreciente o constante (horizontal):

e Sim > 0 entonces la recta es creciente.
e Sim < 0 entonces la recta es decreciente.

e Sim = 0 entonces la recta es horizontal (funcién constante).

| Resolver las siguientes actividades

Actividad 3

1) Graficar las siguientes funciones lineales, hallando dos puntos cualesquiera de la misma. Luego,
verificar que se cumple la relacidn vista de las pendientes con el crecimiento o decrecimiento de la
funcién. Hallar la raiz y ordenada al origen, en cada caso, y verificar que la recta contiene a dichos puntos.

En cada caso determinar los conjuntos de positividad, negatividad y de ceros.
f(x)=2x—6 g(x)=§x+1 h(x)=—5x+%

i(x) = —%x —g jx) =-2 k(x) = 6x

2) Graficar las siguientes funciones lineales, a partir de su raiz y de su ordenada al origen. Luego, verificar
que se cumple la relacién vista de las pendientes con el crecimiento o decrecimiento de la funcidn. En

cada caso, determinar los conjuntos de positividad, negatividad y de ceros.

p(x) = —=3x+2 q(x) =5x+5
2 7
r(x) =—zx s(x) =5X—9
Actividad 4

1) Los alumnos de cuarto afio de una escuela secundaria estan juntando dinero para su viaje de egresados.

Ya tienen ahorrados $15 000 y, entre rifas y otros eventos, logran juntar por mes $5000.

a) éCual es la formula de la funcién que permite saber lo que llevan ahorrado en funcion del tiempo en
meses?
b) éQué valor representa la pendiente; cual la ordenada al origen y cual es el significado de ambos?

c) éCudnto dinero reuniran luego de 5 meses?
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d) ¢En cudntos meses lograran reunir $80 000?

e) Van a juntar dinero durante 15 meses. Graficar la funciéon e indique el dominio y el conjunto imagen.

2) Se estd desagotando una pileta de natacidn que contiene 73 000 litros de agua de manera que cada

una hora se pierden 2000 litros.

a) éCudl es la férmula de la funcién que permite saber cuantos litros van quedando en la pileta en funcidn
del tiempo en horas?

b) ¢Qué valor representa la pendiente; cual la ordenada al origen y cudl es el significado de ambos?

c) éLuego de cuanto tiempo quedara la pileta vacia?

d) Graficar la funcién e indicar el dominio y el conjunto imagen. Interpretar en términos del problema.

‘ Resolver la siguiente actividad

Actividad 5

En un jardin de infantes hay 80 metros de listones de madera con los que se pretende construir un arenero
con forma rectangular. La directora del jardin desea que éste tenga la mayor superficie posible, asi lo
pueden aprovechar mas ninos, a la vez. {Qué medidas deberad tener el arenero para cumplir este

cometido?

‘ Para leer luego de haber resuelto la Actividad 5

Sobre la Actividad 5
Realicemos una figura de andlisis que nos ayude a ver las medidas posibles del arenero, llamando b a la

base del rectangulo (largo del arenero) y h a la altura del mismo (ancho del arenero):

b
Como se cuenta con 80 m de madera, sabemos que ese es el perimetro de cualquier rectangulo que forme
el arenero. La cuestion sera decidir cual de todos los rectangulos de igual perimetro (80 m) es el de mayor
area.
Por ejemplo, un arenero posible es de base b = 10 m y ancho h = 30 m, puesto que si calculamos el
perimetro es, efectivamente, 80 m y su drea es 300 m?. Ahora bien, ¢sera éste el arenero que la directora

desea que se construya?, es decir, isera éste el de mayor area?
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Otro posible arenero es, por ejemplo, uno de base b = 15 m y de ancho h = 25 m, ya que su perimetro
también es de 80 m pero, ahora, su drea es 375 m?. Por lo tanto, el anterior arenero propuesto no es el
que pretende construir la directora. Entonces, écomo podremos decidir cudl es el arenero que cumple los
requisitos pedidos?

Intentar resolver el problema planteando todos los areneros posibles no es conveniente, puesto que hay
infinitas posibilidades de rectangulos cuyo perimetro es 80 m. Si, podemos ver que algunos areneros que
cumplen la condicion no serian funcionales al objetivo a cumpliry, por légica, los descartariamos (aunque,
en principio, sean posibles soluciones del problema). Por ejemplo, esto ocurre con un arenero de base
b =39 myanchoh = 1m, ya que, ademas de quedar demasiado angosto, su area es bastante pequeia
comparada con los otros que mencionamos ya que en este caso seria de 39 m?.

Tratemos de encontrar una funcién que determine el area del arenero en funcién de las medidas del
mismo.

Por un lado, sabemos que el perimetro del arenero sera 80 m y por ser un rectangulo, también sabemos
que este es la suma de la base dos veces y la altura dos veces, es decir que los lados del arenero cumplen
la siguiente relacion: 2b + 2h = 80. Ademas, el area del arenero es b. h.

Si de la relacidn del perimetro despejamos la base b, por ejemplo, tenemos que h = 40 - b. Y si esto lo

sustituimos en la férmula del area, nos queda dependiendo de b:

A=b.(40 — b) =>|A(b) = 40b — b?
h

Ahora bien, para que sea la funcién que determine el drea de los posibles areneros a construir en funcidn
de la base del mismo debemos determinar cudl serd su dominio adecuado. Y, dado que los lados del
arenero solo pueden ser positivos (ya que no tiene sentido hablar de un lado de 0 m o de —12 m, por
ejemplo), podemos plantear que tanto b como h deben ser mayores que cero. Puesto que h = 40 - b,
entonces 40 -b > 0, luego 40 > by, por lo tanto, los valores de la base deben ser mayores que cero y
menores que 40 metros. Es decir que el dominio de la funcidn A es el intervalo (0; 40). Observar que lo
mismo sucedera con los valores posibles de la altura del rectangulo (ancho del arenero) este no podra ser
menor a cero ni mayor o igual a 40 m.

Grafiguemos algunos puntos de la funcidn para ver como serd su grafico, ya que la formula no
corresponde a una funcién lineal, puesto que la variable independiente esta elevada al cuadrado. Este

tipo de funciones donde la mayor potencia de la variable es el cuadrado, la llamamos funcién cuadrdtica.
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Tal como se observa con algunos puntos marcados (que se pueden obtener mediante tabla de valores),
la funcidn crece hasta cierto valor y luego comienza a decrecer. Esto sucede porque a medida que se
aumenta el largo del arenero (b) disminuye el ancho del mismo (h) y por lo tanto el area de los diferentes
rectangulos aumenta hasta cierto valor (que segun el grafico se ve que es cuando b = 20 m, por lo tanto
h =20my el drea es 400 m?) pero luego disminuye ya que si bien la base es cada vez mayor, la altura
disminuye tanto que el producto b. h se reduce cada vez mas tendiendo al valor cero. Dado que la longitud
es una variable continua, se podrian marcar infinitos puntos que forman una curva continua, comprendida
para los valores del dominio entre 0 y 40, con lo cual se forma la siguiente curva que se denomina

pardbola.
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Podemos ver en la gréfica que los puntos (0; 0) y (40; 0) no estan incluidos (por eso es que se hicieron
puntos “vacios”) ya que corresponderia al caso en que la base (o ancho) del arenero mida 0 y 40 metros
respectivamente; la altura del rectangulo (o ancho del arenero) seria 40 y 0 metros respectivamente vy,
por lo tanto, el area seria nula, es decir, no se podria construir el arenero ya que usariamos toda la madera
para dos de los lados del mismo y nos faltaria para los otros dos lados.

Ademas, se puede observar en el grafico de esta funcion que hay simetria respecto de la recta vertical
b = 20, que es el valor del ancho donde se obtiene la maxima darea del arenero, tan como pidié la
directora del jardin de infantes. Este valor lo podriamos haber calculado sacando el promedio de los
valores que tienen la misma imagen (valores simétricos).

Por ejemplo: b = 2 y b = 38 son simétricos, puesto que A(2) = 2(40—2) =2.38=76y A(38) =
38(40 — 38) = 38.2 = 76.

. 2+38
Entonces el punto medio es: — = 20

También se podria haber calculado usando b = 10 y b = 30 que también son simétricos, puesto que, en

10+30 =20

ambos casos, la imagen es 300. Entonces el punto medio es:

Entonces, el arenero que mejor sera aprovechado por los nifios sera el que tenga forma cuadrada, cuyo

largo (base) sea de 20 m y el ancho también sea de 20 m.
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Observar que laimagen de la funcién comprende a las areas de los posibles areneros, esto es, a los valores

entre 0 m?(sin incluirlo) y 400 m?, por lo tanto, Im A = (0; 400].

La funcion planteada para resolver este problema nos sirvié para introducir la funcidn cuadratica.

Si el problema admitiera como dominio a todo el conjunto de todos los nimeros reales, entonces su
- i ” . . . , .

grafica no tendria “tope” hacia los valores de ordenadas negativas, su imagen seria el conjunto

(—o0; 400] y su grafico lo veriamos asi:

All)
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Una funcién cuya expresion es de la forma f(x) = ax? + bx + c¢ con a # 0 es una funcién cuadrdtica y
su grafico es la curva que se denomina parabola.

Son féormulas de funciones cuadraticas, por ejemplo:

f(x)=5x%— 4x +7 gx)= —05x%+ x—3 A(b) =40b — b* H(t)=3t%*+8
Se llaman valores simétricos en una funcion cuadratica a aquellos valores del dominio de la funcién que
tienen la misma imagen. Para la funcidn del problema analizado: 2 y 38; 10 y 30; 15 y 25; entre otros.

Se llama vértice de una pardbola al punto del grafico cuya abscisa tiene la particularidad de que su
simétrico es el mismo valor. Esta coordenada se encuentra en el medio de cualquier par de valores
simétricos. El punto (20;400) es el vértice de la funcidon cuadrética que planteamos para resolver el
problema del arenero.

La forma f(x) = ax? + bx + ¢ se conoce como forma polinémica de la funcién cuadratica.

Para la funcidn del problema analizado, el valor de a es -1, el de b es 40 y el de c es cero. Observar que el

valor de a, llamado coeficiente principal, es negativo y el grafico es una parabola cdncava hacia abajo. Esto
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mismo sucederd con cualquier funcién cuadratica cuyo coeficiente principal sea negativo. En cambio,
cuando éste sea positivo, el grafico de la funcién cuadrdtica sera una pardbola cdncava hacia arriba.
Entonces:

En toda funcidn cuadratica el coeficiente principal a define la concavidad de |a pardbola que la representa:

-Sia > 0, entonces la parabola es concava hacia arriba.

--Sia > 0, entonces la parabola es cdncava hacia abajo.

Como ya vimos, las raices de una funcidn son los valores del dominio que tienen imagen cero. Para
hallarlos en una funcién cuadrdtica tendremos que resolver la siguiente ecuacion:

ax’? +bx+c=0
y tal como se vio previamente, esto corresponde a una ecuacion cuadrdtica cuya resolucion se hace

—b++\ b2—4ac
2a

aplicando la féormula resolvente: x1; x5 = , con la que podemos obtener las soluciones, es

decir, dos raices (o dos cortes con el eje de abscisas), una sola solucién (la parabola “toca” al eje de
abscisas en un solo valor) o ninguna solucidn (la parabola no interseca al eje de abscisas).

Para encontrar el vértice de una pardbola podemos buscar dos valores simétricos y realizar el promedio

p , ., .. . —b+Vb%2-4ac
de ellos. Estos podrian ser las raices de la funcidn, si existen. Si una de ellas es x; = — sV la otra
—b—Vb%2-4ac . . . .-
es Xy = ———, sl buscamos el promedio de estos dos valores tendremos la abscisa del vértice, es
decir que
—b+«/b2—4-ac \ —b—«/bz—‘l-ac =2b 5
Xy = 24 > 24 = 22 operando y simplificando nos queda: x, = 2a

Luego, para calcular la ordenada del vértice bastan con reemplazar x, en la funcién: y;, = f(x,).
Se puede comprobar que esta férmula para encontrar la abscisa del vértice de una pardbola también sirve,
aunque la misma no tenga raices o tenga una sola doble.

En conclusion:
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Las coordenadas del vértice de una parabola son: V = (;—:;f (;—:))
Otro punto importante es el que corresponde a la ordenada al origen, que se obtiene, como ya vimos,
reemplazando la x por cero; en el caso de una cuadratica, corresponde al valor de ¢ puesto que f(0) =
a.02 +b.0 +¢c =c.

Con todo lo analizado, podemos decir que, para realizar el gréfico aproximado de una funcién cuadratica,
no es necesario realizar una tabla con muchos valores, sino que alcanza con conocer las coordenadas del
vértice, las raices si existen, el punto correspondiente a la ordenada al origen y su punto simétrico, o sino

cualquier par de puntos simétricos con sus correspondientes imagenes.

Veamos como graficamos una funcidn cuadratica teniendo en cuenta las conclusiones que obtuvimos:

q E a > 0entoncesu

Ejemplo: f(x) ==x% — 3x + = como )
2 2 5

c=3es la ord.al origen

Vértice: xy = —— = 3, yV=f(3)=%.32—3.3+g

Por lo tanto, el vértice es: V= (3;-2)
Analicemos:
Como el vértice estd en el cuarto cuadrante y la pardbola es cdncava hacia arriba, entonces seguro habra

dos raices. Igualando f(x) a cero no podremos despejar x, por lo que aplicamos la férmula resolvente.

—(— 2_415
_ ( 3)i\’3 432 __ 3+V/9-5

X = = , entonces {
2 1

x2=3+2=>X1:5
x2:3—2=> X2=1

N R

Con todo esto, ya podemos hacer el gréfico porque sabemos que la parabola tiene vértice en (3; —2), que
. . 5 . S
corta al eje x en 5y en 1y que corta al eje y en 5= 2,5. Y un quinto punto va a ser el simétrico de la

ordenada al origen respecto del eje de simetria que es la recta que contiene a x;,.

Entonces, el grafico debe quedar asi:
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Punto simétrico de la ordenada al origen

e —

=l
w
o
=
=]
-
-

Para esta funcién tenemos que:

Imf =[-2;+»),C° ={1;5},C* = (—o0; 1) U (5; +0),C~ = (1;5) .

Y que la funcién es creciente en el intervalo (3; +)y es decreciente en el intervalo (—oo; 3). El minimo
relativo y absoluto es -2 que lo alcanza en x=3, esto es, el punto vértice de la grafica de la funcidn.

La forma polinémica no es la Unica en que se puede expresar la funcién cuadratica; existen dos mas.

FORMA CANONICA: f(x) = a.(x — x,)*> + y,

Es otra forma de expresar la funcién cuadratica, donde a es el mismo coeficiente principal que definimos
antes y xy e yyson las coordenadas del vértice de la pardbola.

Por lo tanto, si queremos expresar el ejemplo anterior en forma candnica nos queda asi: f(x) =
%. (x —3)2 + (—2), o directamente: f(x) = % (x—3)%2-2

Y si tenemos una funcidn cuadratica en forma candnica, ya sabemos las coordenadas del vértice. Por
ejemplo, para f(x) = —5.(x + 7)? — 1, el vértice es el punto: (—7; —1).

En este caso ademds a = —5, es decir es negativo, entonces la parabola es concava hacia abajo. Y como
el vértice esta en el tercer cuadrante, en este caso el grafico NO interseca al eje x. Asi que, si tenemos que

graficar, no tenemos que buscar las raices.

FORMA FACTORIZADA: f(x) = a.(x — x1).(x — x3)
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Es otra forma de expresar la funcidn cuadratica. Donde a es el mismo coeficiente principal que definimos
antes, y X1 e Xz son las raices de la parabola.
Sélo podremos escribir la funcién cuadratica de esta forma si tienen raices (sea una doble o dos simples).

Por lo tanto, si queremos expresar la funcién cuadratica de nuestro ejemplo en forma factorizada nos
, 1

queda asi:  f(x) = I (x—1).(x—=5)

Y si tenemos una funcién cuadratica en forma factorizada, ya sabemos las raices. Por ejemplo, para

f(x) =4.(x+7).(x — 2), las raices son -7 y 2. Y ademds es concava hacia arriba porque a=4, es decir,

positivo.

\ Resolver la siguiente actividad

Actividad 6

1) Dadas las siguientes funciones cuadraticas, indicar en qué forma estan expresadas, hallar las
coordenadas del vértice, raices (si existen), ordenada al origen y cualquier otro punto necesario para
realizar el gréfico aproximado. Si es posible, expresarlas en las demas formas vistas de la funcidn

cuadratica.

gx)=2x*—x—1 f(x)z—%xz—%x+3 h(x) = x? — 6x

i(x) =3(x+2)?%—4 jx) =-2x+1D(x—-2) k(x) =(x—-5)?%+1
I(x) = —x%-2 m(x) =x% -2 n(x) = 2(x +2)(x + 6)
o(x)=(x+3)(x-1) p(x) = —(x—2)2+7

2) Escribir la funcién cuadratica en forma candnica, polindmica y factorizada (si es posible) que cumpla
con las condiciones pedidas en cada caso:

a) que contenga al punto (—4,12) y su vérticeesV = (—2,0)

b) su vérticees V = (0,8) y x = 2 es raiz.

c) el vérticeesV = (—2,1) y la ordenada al origen 3

d) sus raices son x; = 2 +V5,x, =2 —V5y f(-1) = 12

e) las raices son x; = 1,x, = 5y el mdximo es y = 8.
3) En cada caso, plantear la funcién cuadratica cuyo grafico es el que sigue:

a)
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Actividad 7

1) Se lanza una pelota desde el suelo hacia arriba. La altura que alcanza la pelota, medida desde el suelo
en metros, en funcién del tiempo, medido en segundos, se calcula a través de la siguiente férmula:
h(t) = 20t - 5t2.
a) éCual es la altura maxima que alcanza la pelota y en qué momento lo hace?
b) éDespués de cuanto tiempo cae la pelota al suelo?

c) Responder las preguntas anteriores si la pelota se lanza a 25 metros del suelo.

2) Se quiere construir un cantero como el del dibujo donde la division vertical se encuentra en el medio,
para ello se cuenta con 250 metros de alambre y se desea utilizarlo todo para bordear el cantero y las

divisiones. ¢ Cudles deben ser las medidas para que el area sea maxima?

3) Se desea cercar un campo y dividirlo en 6 parcelas iguales, como muestra el dibujo. Se dispone de 1200

metros de alambre. ¢ Cuales deben ser las dimensiones del terreno para que el area cercada sea maxima?
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