TERMODINAMICA ESTADISTICA

1 -1. Introduccion

El objeto de la Termodinamica es deducir, a
partir de un conjunto de principios, relaciones ma-
temadticas que conecten diferentes propiedades de
sistemas macroscopicos en equilibrio - sistemas
que, en general, contienen mas de 10°° particulas.
Si bien tienen importantes aplicaciones practicas,
las interconexiones de la Termodindmica no nos
dan informacion alguna concerniente a la inter-
pretacion o explicacion, en un nivel molecular, de
las propiedades experimentales observadas.

La Termodinamica nos muestra que, si un sis-
tema estd constituido por una sustancia gaseosa
que se comporta idealmente sus capacidades ca-
lorificas molares a presion y volumen constante
estan relacionadas por la llamada relacion de Ma-
yer

C,-C)=R, (1-1)

en la que Res la constante universal de los gases.

Sin embargo, la Termodindmica es incapaz de
proveer alguna explicacion del porqué deben ser
observados valores experimentales particulares

! Extractado de Hill, T. L. An Introduction to Statistical
Thermodynamics. Dover Publications Inc. New York. 1986.
Hecht, C.E. Statistical Thermodynamics and Kinetic The-
ory. Dover Publications Inc. New York. 1990. Atkins, P.W.
Physical Chemistry. 5th. Ed. Oxford University Press. Ox-
ford. 1998

tanto de C, como de C;’ tomados separadamen-

te. Tal explicacion cae en el campo de la Termo-
dindmica Estadistica.

El objeto de la Termodindmica Estadistica
es el de proveer la teoria molecular que ex-
pligue las propiedades de equilibrio de sis-
temas macroscopi cos.

Volviendo a la relacion de Mayer, las deter-
minaciones experimentales de la diferencia de ca-
pacidades calorificas molares para gases reales en
condiciones proximas a la idealidad dan valores
que oscilan alrededor de 2,0 cal K mol ', es de-
cir valores proximos a R %, confirmando la validez
de la (1 -1). Mas aun, los resultados experimenta-
les muestran que para todos los gases, en condi-
ciones proximas a la idealidad, la capacidad ca-
lorifica molar a volumen constante es indepen-
diente del volumen y la capacidad calorifica mo-
lar a presion constante es independiente de la pre-
sion.

Lo notorio es que, para gases monoatomicos —
tales como He, Ne, Ar, Kr, y los vapores metali-
cos, Na, Cd, Hg — la capacidad calorifica molar a
presion constante tiene un valor proximo a 4,97
cal K' mol "' (que equivale a 5R/2), en un inter-
valo muy amplio de temperaturas. La capacidad
calorifica a volumen constante para gases mono-
atdmicos toma valores muy proximos a 2,98 cal
K mol™ (que equivale a 3R/2).

Para gases diatdmicos — tales como N, y O; —
la capacidad calorifica molar a presion constante,
determinada en el mismo rango de presiones que
los monoatémicos, alcanza un valor proximo a los
6,95 cal K' mol” mientras que la capacidad ca-
lorifica a volumen constante ronda los 4,98 cal K
"'mol™. Es decir, su diferencia también puede to-
marse como igual a R.

En los gases poliatdbmicos los valores de las
capacidades calorificas molares a presion y a vo-
lumen constantes son notoriamente diferentes a la
de los gases mono o diatdmicos, aunque su dife-
rencia — en las condiciones en que se comportan

2 Recordemos que R expresada en calorias equivale a 1,987
cal K''mol™
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idealmente — sigue siendo, aproximadamente el nombre de teoria cinética del gas monoatémi-
igual a R Co.

La experimentacion nos muestra que las capa-
cidades calorificas molares a presion constante de
todos los gases de la misma atomicidad — en con-
diciones de idealidad — tienen valores similares y
lo mismo ocurre con las capacidades calorificas
molares a volumen constante. Pero esta regularidad
empirica no puede deducirse de consideraciones
termodinamicas.

Nos encontramos asi en la necesidad de tomar
en cuenta la naturaleza corpuscular de la materia
para “explicar” la similitud de ciertas propiedades
termodindmicas no deducibles de la Termodina-
mica, ya que la similitud de los valores para gases
ideales de la misma atomicidad sugieren que debe
existir alguna relacion entre capacidades calorifi-
cas y numero de atomos en la molécula de gas.
Mas aun, de los datos experimentales se puede
inferir que las capacidades calorificas molares de
los gases no solo dependen de la atomicidad sino
también de su geometria molecular

Mientras que la Termodinamica prescinde de
cualquier suposicion acerca de la estructura de la
materia que forma un sistema, la Termodindmica
Estadistica utiliza los conceptos derivados de la
Mecéanica Cuantica referidos a las estructuras
atomicas y moleculares para inferir, mediante un
proceso estadistico, las propiedades macroscopi-
cas de los sistemas termodindmicos.

Los primeros intentos de vincular el compor-
tamiento corpuscular de la materia con sus pro-
piedades macroscopicas son anteriores en casi un
siglo al descubrimiento de que el calor es una
forma de energia.

Debido a la influencia de Newton los cientifi-
cos de fines del siglo XVII y principios del siglo
XVIII, adhirieron sin reservas a la concepcion
corpuscular de la materia. Es asi como en 1730, el
fisico suizo Daniel Bernoulli, desarrollé un mode-
lo de comportamiento de los gases para explicar
sus propiedades macroscopicas. Su modelo fue
aceptado por John Dalton, el padre de la teoria
atomica clésica, y perfeccionado, ya avanzado el
siglo XIX, por John Clerck Maxwell y por Lud-
wig Boltzmann. Ese modelo de comportamiento
propuesto por ellos, se conoce historicamente con

1 - 2. La teoria cinética del gas ideal mono-
atomico

La llamada “teoria cinética de los gases” se
basa sobre los siguientes postulados:

Los gases estdn constituidos por un vasto
nimero de corpusculos (las moléculas) en conti-
nuo movimiento aleatorio.

Para las moléculas monoatomicas, solo intere-
san sus movimientos de traslacion. En cambio, si
estuvieran formados por varios atomos, deberian
tenerse en cuenta, ademas, tanto los movimientos
de rotacion de las moléculas como los de vibra-
cion de los atomos en cada molécula.

Los choques de las moléculas contra la super-
ficie del recipiente que las contiene son los res-
ponsables de la presion que ejerce el gas encerra-
do en el mismo.

Aunque extraordinariamente pequenas, las
moléculas tienen cierto volumen, y al chocar entre
si originan un movimiento caotico. Entre dos
choques consecutivos, las moléculas se desplazan
en linea recta.

Dado que los gases no sedimentan, las parti-
culas no interactian excepto cuando colisionan
entre si. Los choques entre moléculas y con las
paredes del recipiente son perfectamente elésti-
cos. En un choque perfectamente eléastico se con-
serva la energia cinética de traslacion y el mo-
mentum del par pero, en general varian las energ-
ias cinéticas y los momentum de las particulas
que chocan.

El calor es una manifestacion de la energia
mecanica de las moléculas. La energia cinética
media de traslacion de las moléculas de un gas
ideal monoatémico es directamente proporcional
a la temperatura absoluta.

Estos postulados explican cualitativamente el
comportamiento macroscopico de los gases. Asi,
por ejemplo, un aumento de la temperatura pro-
vocaria un aumento de la energia cinética media
de las moléculas, y por ende de sus velocidades.
Si se mantiene constante el volumen del recipien-
te, al intensificarse el numero de choques por uni-
dad de tiempo contra sus paredes, la presion au-
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mentara. Por otra parte, si se mantiene constante
la temperatura y se reduce el volumen del reci-
piente, los choques de las moléculas contra sus
paredes serd mas frecuente y la presion aumen-
tara.

Estas conclusiones cualitativas estan de
acuerdo con los resultados experimentales. Trata-
remos de ver si la teoria predice cuantitativamente
el comportamiento de los gases. Para ello comen-
zaremos suponiendo que el gas monoatémico que
estudiaremos se comporta idealmente, ya sea por
que la presion es lo suficientemente baja o la tem-
peratura lo suficientemente alta. En estas condi-
ciones, siendo las moléculas tan pequefias, su
“volumen propio” es despreciable frente al volu-
men del recipiente que las contiene y, ademas, la
distancia media que las separa es tan grande res-
pecto de sus propias dimensiones que no ejercen
atraccion alguna entre si.

1 - 2. a. Valores medios

Ante la imposibilidad de conocer exactamente
en cada instante las posiciones, velocidades,
energias, etc., de cada una de las moléculas, recu-
rriremos al empleo de valores medios para cada
una de esas magnitudes.

Si nuestro sistema gaseoso se encuentra en es-
tado de equilibrio termodindmico, no habra direc-
ciones preferenciales de movimiento de modo que
la velocidad media (vectorial) del conjunto de to-
das las moléculas seré nula.

En cada choque eléstico entre moléculas se
producen intercambios de energia y cantidad de
movimiento, de modo que al cabo de cada choque
la velocidad de cualquiera de ellas variard tanto
en direccidon como en moédulo. Por ello, en cada
instante habrd moléculas con distintas velocida-
des, energias, cantidad de movimiento, etc., por lo
que habra que tomar en consideracion el prome-
dio espacial de cada una de estas magnitudes, su-
mando los valores correspondientes a todas las
moléculas y dividiendo esta suma por el namero
de moléculas. Para cada magnitud g el valor me-
dio espacial sera

_ Znigi
8.5 "¢
>

donde n; es el nimero de moléculas que tienen el
valor g;.

El valor medio temporal, es decir, el promedio
temporal de los valores que toma la magnitud g
para una sola molécula durante un cierto intervalo
de tiempo, vendra dado por

1 T
§,=—jgdr
TJo

(1-2)

(I-3)

Si el sistema se encuentra en equilibrio, ambos
valores deben ser iguales.

1 -2.b. Energiay velocidad

Si bien la suma vectorial de las velocidades
moleculares debe ser nula, no ocurrira lo mismo
con la suma de los modulos de velocidad. El pro-
medio de estos se llama velocidad media de las
moléculas. Aplicando la (1 -2) para el calculo de
la energia cinética media de traslacion de las
moléculas encontramos

Zn Zni,ul.uiz/Z
n.

_ i€
e == -

donde U; es el modulo de la velocidad de cada
molécula y g su masa. Si, en particular, el gas es
una sustancia pura, la masa de todas las moléculas
es la misma. En este caso, la (1 -4) se puede es-
cribir

2
2e zl,”i”i _
_e=—=u2
H; E n,

La expresion u’recibe el nombre de velocidad
cuadratica media, o también, velocidad eficaz, y

(1-4)

(I-5)
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no coincide con el promedio de los modulos de
las velocidades.

Llamando uy , Uy y U, a las proyecciones del vec-
tor velocidad sobre los ejes de un sistema arbitra-
rio de coordenadas cartesianas ortogonales se
podra escribir:

u'=ul +ul +u (1-6)
y también
w=ul+u, +u; (1-7)

Como no existe una direccion preferencial para el
movimiento, resulta evidente que
—2 —2

—_2—
u,=u,=u,

de donde

u’ (1-3)

=
W | =

1 -2.c. Presion del gas

La teoria postula que la presion que el gas
ejerce es el resultado macroscopico del choque de
innumerables moléculas sobre las paredes del re-
cipiente. Al producirse dichos choques en un ins-
tante dado, la fuerza que ejercen las moléculas al
impactar sobre las paredes del recipiente sera

F=Zf,.

donde f; es la fuerza que ejerce cada molécula en
ese instante. La presion que en ese instante ejerce
el gas sobre una superficie A sera

L F_ D)
A

A

(I-9)

El esfuerzo que realiza una molécula durante el
choque contra la pared depende de sus propieda-
des elasticas y de la velocidad con que se aproxi-
ma a la pared. Estas magnitudes son desconoci-
das. Es por ello que recurriremos al siguiente ra-
zonamiento:

Consideremos un cubo de arista L en el que
existe una sola molécula de masa p que se mueve
con una velocidad u cuyas componentes son Uy ,
Uy y U,. Estudiaremos primero el caso mas senci-
llo, en el que la molécula se mueve en la direccion
del eje X chocando alternativamente con las pare-
des perpendiculares al mismo (Figura 1 - 1) la
presion media® que ejerce la molécula sobre la
pared depende de la fuerza aplicada a la pared en
cada choque y del intervalo de tiempo entre dos
colisiones consecutivas. La fuerza sobre la pared
perpendicular al eje X, fy , puede expresarse

~

z

Figura 1l - 1.

So=Ha,

du, d
=y drt _d‘r(”’”x)

Por lo tanto, para un intervalo de tiempo At

foat=Apu,) (1-10)

? Obviamente, carece de sentido hablar de presion media
cuando se tiene una sola molécula, empleamos este concep-
to por analogia con la presion ejercida por un gran niimero
de moléculas.
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Como el choque es perfectamente elastico y nor-
mal a la pared la velocidad cambia de - Uy a + Uy,
mientras que las componentes Uy y U, de la velo-
cidad no experimentan variaciones. Por lo tanto,
la variacion de la cantidad de movimiento sera

Alpar, )= pae, = (= pue, ) = 2,
Ademas
fo=p,A=p.L

En el tiempo At la molécula recorre una distancia
2L con movimiento rectilineo y uniforme. Reem-
plazando fx, Aty Apuy de la ecuacion (1 -10)
por los valores hallados se tiene

u

X

2L
p.L——=2pu,
u

X

de donde

2
pu,

(1-11)
L3

p.=

Andlogamente se puede demostrar que
2
pu,

(1-12)
L3

p,=

2
L3

(1-13)

b.=

Si en lugar de una molécula hubiera N moléculas

—2

na,
Px=N L_’,

(1-14)

En esta expresion ﬁj es la velocidad cuadratica
media segun el eje X. Debemos utilizar la veloci-
dad eficaz ya que no podemos suponer que todas
las moléculas tengan la misma velocidad.

La experiencia nos muestra que la presiéon p que
ejerce un gas encerrado en un recipiente tiene el
mismo valor en cualquiera de las paredes, por lo
tanto

P=p.=p,=p, (1-15)

y, de acuerdo con la (1 - 8)

_Np#
3 0

Siendo L’ =V, el volumen de la caja, la expresion
anterior toma la forma

N _
pV=—pu’

; (1-16)

Supongamos ahora que la energia cinética de
cualquier molécula sea

Si promediamos para todas las moléculas los va-
lores de sus energias cinéticas y velocidades, po-
demos escribir

pu
2

e=
Aplicando este resultado a la ecuacién (1 - 16)
(1-17)

2
pV=§NE

Comparemos la ecuacion (1 - 17) con la ecuacion
general de estado de los gases ideales

Profesor: Dr.
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pV =nRT (1-18)
Si la ecuacion (1 - 18) describe el comportamien-
to macroscopico de un gas ideal, y este modelo
fuese correcto, deberia cumplirse que NRT depen-
de de la energia cinética media de la N moléculas.
Es decir

nRT=§NE

Como el nimero de moles esta vinculado al
nimero de moléculas por la expresion

N
n=_
NA
RT=2nN_
3

N ,erepresenta la energia cinética media de un
mol de gas ideal, E
E =

RT (1-19)

N | W

La ecuacion (1 - 19), que resulta de conectar
un resultado empirico, la ecuacion de estado de un
gas ideal, con la teoria cinética suministra una in-
terpretacion de la temperatura absoluta. Expresa
que la energia cinética media de un gas ideal mo-
noatomico es directamente proporcional a la tem-
peratura absoluta. De aqui se diga que la tempera-
tura absoluta sea una medida de la energia cinéti-
ca media de ese gas ideal monoatomico.

Que la temperatura absoluta sea una
medida o indicador de ese gas hipotético
no significa una definicion de temperatu-
ra, sino solamente una relacién entre una
propiedad mecanica de un determinado ti-
po de sistema y una propiedad termo-
dinamica aplicable a cualquier tipo de sis-
tema.

De la ecuacion (1 - 19) se desprende que:

A una temperatura dada todos los gases idea-
les monoatomicos tienen la misma energia cinéti-
ca media.

En el cero absoluto la energia cinética media de
un gas ideal monoatomico seria nula.

1-2.d. Leyes de los gases

Veamos como, utilizando los postulados de la
teoria cinética y la ecuacion (1 - 19) pueden expli-
carse algunas de las leyes experimentales antes
estudiadas.

Consideremos una masa gaseosa ideal que se
encuentra a una presion p; ocupando un volumen
V| y que se la expansiona isotérmicamente hasta
alcanzar el volumen V; a la presion p,. En su es-
tado inicial, de acuerdo con la ecuacion (1 - 17)

2
Vi ngE

al alcanzar el estado final

2
pV, = ENE

Como el namero de moléculas (N) es el mismo y
a temperatura constante la energia cinética media
de cada molécula no varia

pVy=pV,

que es la expresion de la ley de Boyle — Mariotte.

En una mezcla de gases ideales la presion to-
tal estard dada por la suma de las fuerzas que por
unidad de area producen los choques de cada cla-
se de moléculas sobre las paredes del recinto. Ca-
da clase de moléculas contribuye a la presion total
con un término del tipo
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Como XN; = Nt y e es constante a T constante,
como pV = 5 Nre

P=zpi

que es la expresion de la ley de Dalton de las pre-
siones parciales.

Ademas, si en volimenes iguales de gases
ideales distintos, medidos a la misma presion y
temperatura, tenemos N; y N, moléculas, resulta
dela (1 -16)

2

pV Ny bty

Como a la misma temperatura

Wty =, u;
N1 = N2

Es decir, volimenes iguales de gases ideales dis-
tintos, a la misma presion y temperatura tienen el
mismo nimero de moléculas (Principio de Avo-
gadro).

La ecuacion de estado (1 - 18) para un mol
puede escribirse

pV" =RT = %NAuﬁz

y como el producto de la masa de una molécula
por el nimero de Avogadro es la masa del mol

(M)
1,
RT =—Mu
3

Por lo tanto

Ecuacion que establece que la raiz cuadrada de
velocidad cuadratica media de las moléculas que
constituyen un gas ideal es directamente propor-
cional a la raiz cuadrada de la temperatura absolu-
ta e inversamente proporcional a la raiz cuadrada
de su masa molar

Si se conoce la masa molar de un gas, se pue-
de calcular la velocidad cuadratica media a cual-
quier temperatura en que el gas se comporte ide-
almente.

1 - 3. Distribucion de velocidades en un gas
ideal monoatémico.

Hemos visto que el numero de choques contra
una superficie y la presion que ejerce un gas sobre
una superficie dependen solamente de la veloci-
dad media y de la velocidad cuadratica media,
respectivamente. Es decir, son independientes de
las velocidades maximas o minimas y de como se
distribuyen las velocidades.

En 1858, J.C. Maxwell resolvio el problema
de como se distribuyen las velocidades encon-
trando lo que se denomina funcion de distribu-
cion.

Imaginemos que, en un cierto instante, todos
los vectores velocidad de todas las moléculas pre-
sentes en una masa gaseosa se trasladan a un ori-
gen comun. Construyamos un sistema de coorde-
nadas cartesianas ortogonales como el de la Figu-
ra 1 - 2, donde los tres ejes representan las com-
ponentes X, Y y Z de la velocidad. Sea u la mag-
nitud de la velocidad o velocidad numérica. Si
llamamos uy, Uy y U, a las componentes de la ve-
locidad en las tres direcciones X, Y y Z, para cada
vector velocidad

2 _ 2 2 2
w=u +tu tu,

Cada vector velocidad de la Figura 1 - 2 queda
determinado por las coordenadas de su extremo
(la punta de la flecha del vector). Podemos, por lo
tanto, utilizar estos puntos en lugar del vector pa-
ra identificar la posicion de las moléculas. De esta
manera nos planteamos el problema de como de-

Jat = PRT (1 - 20)
M
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terminar la forma en que estos puntos representa-
tivos estan distribuidos en el espacio de velocidad
de la Figura 1 - 2.

duy

U

du

Figura 1 - 2.

Consideremos un cierto volumen elemental
dV orientado en el espacio de manera tal que

dV =du du du,

El niimero de puntos en ese volumen elemental
nos da el nimero de moléculas presentes en el
mismo. Esas moléculas tienen velocidades cuyas
componentes estan comprendidas entre Uy y Uy +
duy ; uy yuy +duy yu,yu,+du,.

Supongamos que el volumen dV es lo sufi-
cientemente grande como para contener un nime-
ro relevante de moléculas, pero lo suficientemente
pequefio respecto del volumen V que ocupa el gas
como para ser considerado infinitesimal.

Del nimero total de moléculas o puntos re-
presentativos interesa saber cuantos tienen la
componente segun el eje X comprendida entre Uy
y Uy + duy; es decir, cuantos puntos representati-
vos en la Figura 1 -2 se encuentran en la capa de
espesor duy paralela al plano Uy — U, y a una dis-
tancia Ux de ese plano. Si llamamos dN, a ese

numero y N al nimero total de moléculas, la frac-
cion del total que hay en esa capa es

dN

u

N

x

Esta fraccion dependerd, obviamente, de la velo-
cidad de las moléculas en la direccion X, es decir

Pero, ademas, la fraccion depende también del
espesor de la capa que estamos considerando, esto
es

N, _ o
- odu
N X

Por lo tanto

N
Do o flu o,

con lo cual

dN, = Nf(u )du, (1-21)

Para justificar que la presion del gas en todas las
direcciones es la misma, debemos asumir que

dN
= (o Y, (1-22)
y que
dN
=l Jaw, (1-23)

Uno de los primeros problemas que se plan-
tearon fue calcular qué fraccion de las moléculas
con componentes X de velocidad comprendidas
entre Uy y Ux + duy tienen componentes de velo-
cidad comprendidas entre uy y U, + duy. Maxwell
supuso que si el nimero de moléculas en el ele-
mento de volumen es suficientemente grande® el

4 o . .

Si el volumen es, por ejemplo, de 1 p*, puede considerar-
se elemental. Sin embargo aun en ese volumen el nimero de
moléculas es de miles de millones.
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numero de moléculas que tendran componentes
comprendidas en ese intervalo sera igual al ntime-
ro de moléculas que tengan componentes com-
prendidas entre Uy y Uy + du,.

. 2 . ey e
Si llamamos d°N, , al infinitésimo de se-
xHy

gundo orden que representa el nimero de molécu-
las que simultaneamente tienen componentes X
comprendidas entre Uy y Uy + duy; y componentes
Y comprendidas entre Uy y U, + duy, la fraccion
del total de la N moléculas que tienen moléculas
con esas caracteristicas sera

Pero, de acuerdo con la (1 - 22)

dN,
= o, Jau,

igualando esta fracciones

d’N,, =dN, e, Jau,

(1-24)
Pero, porla (1 -21)
dN, = Nf(u,)du,
de modo que
d*N,, = Nf(u,)f(u, Jdu du, (1-25)

u

Geométricamente, d’N, , es el nimero de
x%y

puntos representativos en aquella region del espa-
cio de velocidad que es comun a las dos franjas
perpendiculares a los ejes Uy y Uy, respectivamen-
te. Las lineas de puntos de la Figura 1 - 2 indican
una parte de ese volumen comun. Tiene la forma
de un paralelepipedo rectangulo que — si duy es
igual a duy, es de base cuadrada — se extiende
desde -o0 a + o0,

Mediante el mismo razonamiento, el numero
de moléculas que tienen simultdneamente compo-
nentes X de la velocidad comprendidas entre Uy y
Uy + duy; componentes Y comprendidas entre Uy y
uy + duy y componentes Z comprendidas entre U,
y u, + du, sera:

&N, = Nf(u,)f (o, ) (e Jau du,du, (1 -26)
Este es el nimero de puntos representativos en el
elemento de volumen duyduydu, de la Figura 1 -
2, o sea el elemento de volumen comun al prisma
vertical y a la franja entre Uy y Uy + duy .

El nimero de puntos representativos por uni-
dad de volumen se llama densidad de puntos en el
espacio de velocidades, se indica mediante la letra
griega 0 y estara dada por

d’N,,

yhz

5=W= Nf(“x)f(uy)f(“z) (1-27)

Como la distribucién de velocidades no puede
arrojar una direccion preferente, es decir, es isO-
tropa, la densidad de puntos tiene que tener el
mismo valor para todos los elementos de volumen
que estén a la misma distancia radial del origen de
coordenadas. Esto significa que la densidad es la
misma en todos los puntos del interior de una ca-
pa esférica con centro en el origen de coordena-
das. Consideremos ahora otro elemento de volu-
men, dV’', proximo a dV, en el que la densidad es
distinta.

Siendo 6 funcion de las velocidades de las
componentes en las direcciones X, Yy Z, pode-
mos escribir

00 00 00
dd = (aT}dux + (aTJduy + (67}(1’@ (1 - 28)

X y z

dd es diferencial exacta, pues su variacion no de-
pende de la trayectoria que provoca su modifica-
cion.

Como f(uy) es, por hipotesis, funcion exclusi-
va de Uy; f(uy) y f(u;) son independientes de Uy,
se tiene por la (1 - 27)

Profesor: Dr. Miguel Katz
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g
= Nf" (e, ) f e, )£ ()
en la que

f)=—fu)

X

(1-29)

Mediante un razonamiento similar, encontra-
mos que

%: Nf(a, )£ e, ) f (i)

6678= Nf'(u, )f(”x)f(”y)

Consideremos ahora el caso especial en que
las variaciones de duy; duy y du, sean tales que el
segundo elemento de volumen (dV’) se halla en la
misma capa esférica que el primero (dV). En este
casodd =0y

NF* (o, ) (e, ) f (ue, Y, +
+ Nf'(u, )f( )f(uz)duy+
+ NE (o, ) £ (o) £ (o, Y, =

f'(u,)
Ldu, =0
7 )

(1 - 30)

La (1 - 30) recibe el nombre de ecuacion de

condiciéon y nos dice que si todas las moléculas
estan en la misma capa esférica concéntrica con el
origen de coordenadas de manera que la densidad
de puntos representativos es la misma, es decir
que dd = 0, los diferenciales duy ; duy y du, no
son independientes, si lo fueran, la unica condi-
cion para que la ecuacion pudiera satisfacerse
siempre seria que el coeficiente de cada uno en la
(1 - 30) fuese nulo.

Empleando el método de los multiplicadores
indeterminados de Lagrange, podemos combinar
la (1-29)con la (1 -30)y asi obtener una ecua-
cion que se cumpla para cualesquiera sean los va-
lores de duy ; duy y du,. Para ello multiplicare-
mos la ecuacion (1 -30) por un coeficiente inde-
terminado A y la sumaremos a la (1 - 29)

[ o o
ﬁ{f’(”y)w%}amy+ (1-31)
+{1%£%+xu},,-o

flu

Asignaremos a A un valor tal que haga

f'(u,)
fla)

(1-32)

asignando tal valor, la (1 - 31) se reduce a

’ r
A (uy)+7\,u du + A (uZ)+7‘.u du, =0
f‘uy j y y fiuz ; z z
(1-33)

duy , duy y du, no pueden ser independientes
pues implicaria que los coeficientes de la (1 - 30)
son todos nulos, pero dos variables si pueden ser-
lo. En este caso, se anulan los coeficientes de cada

unay

~
2

/—~

\——

m+}.u =0 (1-34)
§1(’luz)+?uu =0 (1-35)

Resulta asi, que la (1 - 31) se satisface para
valores cualesquiera de Uy , Uy y U, ya que los
tres coeficientes son nulos.

Recordando que
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f'(ux)=;7xf("x)

reemplazando en la (1 - 32)

1 d
f(ux)af(uxﬁlux =0
y
dlre)l_ . .
flu,) o

cuya integracion conduce a

+ino

2
lnf(ux)=—x;lx

en la que a la constante de integracion la denota-
mos con In a. La ecuacion anterior, en forma ex-

ponencial es
Au’
2

y haciendo A /2=’

f<ux)=aexp[-

f(u,)= aexp(-p*u?) (1-36)

Dado que f(uy) y f(u;) obedecen a la misma ecua-
cion diferencial que f(ux) tenemos

f(uy)= aexp(— 2uj) (1-37)

f(u,)= cexp(-p*u?) (1-38)

Hemos encontrado la forma de la funcion f(uy);
quedando por establecer el significado de las
constantes oL y B.

Si reemplazamos f(ux), f(uy) y f(u;) en la ecua-
cion (1 - 36), obtenemos para el numero de pun-
tos representativos de un elemento de volumen
duy duy du, del espacio de velocidades

d°N wgyu, = No* exp[— Bz(uf‘ + u; +u’ )]duxdu Jdu,

O S€a

d3Nuxuyuz = N(X3 expl_BZuZ Jduxduyduz (1 - 39)

y el numero de puntos representativos por unidad
de volumen
3

d°N Uy,

&=—"2" = No’ expl-B*u’ (1-40)
du du du. p[ P ]

De acuerdo con la hipdtesis inicial de una distri-
bucion isotropa de las velocidades, la densidad es
funcion exclusiva de la velocidad numérica u. En
la Figura 1 - 3 se representa la densidad & en fun-
cion de la velocidad numérica u. Siendo u > 0, la
curva tendra un valor méximo para U= 0y dismi-
nuira exponencialmente con U°.
La expresion

5= No’ exp[—Bzuz] (1-41)
recibe el nombre de funcidon de distribucion de
Maxwell.

BN /du,du,du,

Figura 1 - 3. Curva de la funcion de distribucion de
Maxwell

Profesor: Dr.

Miguel Katz
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Si se desea calcular el nimero de moléculas
con velocidades cuyo modulo est¢ comprendido
entre Uy U+ du, basta recordar que la densidad de
puntos representativos es la misma en cualquier
capa esférica delgada de radio u.

La superficie esférica de radio U es 4nu’ y si
tiene un espesor du su volumen es 4w udu.

Siendo la densidad

dNu 3 2.2
8= dmutdu No exp[—B “ ] (1-42)
resulta
dN, = No’ exp[—Bzuz]x 4nu’du (1-43)
La ecuacion
dNn,
du = NG,3 exp[—Bzuz]x 47’[”2 (1 _ 44)

es la funcion de distribucion de Maxwell de las
velocidades numéricas. A diferencia de la funcion
(1 - 41), no representa el nimero de puntos por
unidad de volumen sino €l nimero de puntos re-
presentativos por unidad de intervalo de modulos
de velocidad du.

dN,
du

u

Figura 1 - 4. Funcion de distribucion de velocida-
des escalares

En la Figura 1 - 4, se representa la funcion de
distribucién de velocidades escalares. Dado que
en la ecuacion (1 - 44) figura U, para u =0 la

funcion vale cero. La curva alcanza un méaximo
para un cierto valor de U y para valores mayores
la curva decrece debido a la influencia decreciente
del factor exponencial.

La region sombreada representa el numero de
moléculas con velocidades numéricas comprendi-
das entre uy u+ du.

N,
du

L] '

Figura 1 - 5. Funcion de distribucion de Maxwell
para una sola componente de la velocidad

El nimero de moléculas con componentes X
de velocidad comprendidas en un entorno de Uy se
encuentra reemplazando la (1 - 41) en la ecuacion

dN,, = Nf(u,Jdu, (1-45)
Obteniéndose

dN, = Naexp|-Bu Jiu, (1-46)
de donde

e N expl-pu?] (1 - 47)

du

X

El primer miembro de la (1 - 47) representa el
nimero de moléculas por unidad de intervalo de
velocidades en la direccion X. Si se la representa
en funcion de las velocidades en la direccion X,
se obtiene una curva como la esquematizada en la
Figura 1 - 5. La curva es simétrica y se extiende
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desde ux = - hasta +oo con un valor maximo pa-
ra Uy = 0. La region sombreada representa el
numero de moléculas con velocidades compren-
didas entre Uy y Uy + duy

El mismo tipo de curva que el de la Figura 1 -
5 se obtiene para las componentes de la velocidad
segun losejes Yy Z.

Trataremos ahora de determinar el valor de las
constantes o y . Para ello, utilizaremos el hecho
de que la integral de dN,, para todos los valores de
u desde 0 hasta infinito es, precisamente, el nume-
ro total de moléculas N.

N :deu = 4nNazju2exp(—B2u2)iu (1-48)
0 0

En este caso, el exponente de U en la integral
definida es 2, por lo tanto, de acuerdo con la Ta-
bla 1 - 1, el valor de la integral definida es

1 T 1 \/—
— | —— =—\TT
4\a® 4ap’

valor que reemplazado en la (1 - 48) permite cal-
cular o,

Por lo tanto, la funcidn de distribucion de las ve-
locidades numéricas puede expresarse completa-
mente en funcidn de f.

4N 5 , 2 2
dN, :ﬁﬁ u exp(—B u )d" (1-50)

La velocidad media es

__ fudN, 4p’° 3 2 2
= N _ﬁ ou exp(— u)du (1_51)

(1 - 49)
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n f(n) n f(n)
1 |x 3 /X
0 2\ a 4 8\a’
1 1
1 2(1 5 a3
1/x 15 Jx
2 APE 6 16\’
1 3
3 Aaz 7 A“

Tabla1-1 f(n)= j e dx

0
En este caso el exponente de U en la integral es 3,

por lo tanto, de la tabla 1 - 1 se encuentra que la
integral vale

2p*
De esta manera, la velocidad media es

u= (1-52)

2
Bv/n

por]

I
Q=
peplE®

La raiz cuadrada de la velocidad cuadratica
media, en cambio es

1
Ja? { uszu}2
u =
N

= {%J‘:u" exp(— Bzuz)dui|;

En este caso, siendo 4 el exponente de U, a par-
tir de la Tabla 1 - 1, la integral vale

3Jn
8p°

Profesor: Dr. Miguel Katz
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Por lo tanto, la raiz cuadrada de la velocidad
cuadratica media es

ﬁ=€% (1-53)
y
31

SN

Comparando las ecuaciones (1 - 53) y (1 - 52)
se encuentra que

it

u

=1,0854 (1-54)

Lo que justifica haber usado la velocidad media
en algiin razonamiento para simplificar los célcu-
los.

La velocidad mas probable uy, es la corres-
pondiente al radio de la capa esférica en el espa-
cio de las velocidades que contiene el mayor
numero de moléculas. Es decir, hay mas molécu-
las con velocidad u,, que con cualquier otra velo-
cidad. Para poder determinar Uy, se requiere hallar
el valor de U que hace maxima a la funcion de dis-
tribucion de velocidades numéricas, anulando su
primera derivada respecto de u

d 4N 3.2 2.2
E[ﬁf’ u exp(—B u )}0 (1-55)

Recordando que si nes par

J‘J:co" exp(— axz)dx =2£(n)

—0

y si N es impar

JH;" exp(— axz)dx =0

se obtiene

1
u, = B
de donde

(1 - 56)

Si bien la constante 3 se puede expresar en
funcién de cualquiera de estas velocidades, con-
viene expresarla en funcion de magnitudes ma-
croscopicas determinables con mayor facilidad.
En la seccion 1 - 2.d, hemos encontrado que

(1-57)
lo que nos permite escribir
M B
B_\/2RT “Na2kr (1-38)

Observamos que para una masa de un gas
monoatdmico que se comporta idealmente 3 es
una constante que solo depende de la temperatura
absoluta.

Problema 5.1

Calcular la raiz cuadrada de la velocidad
cuadratica media, la velocidad promedio y la ve-
locidad mas probable de una molécula de oxigeno
a 300 Ky a 1000 K. Comparar estos valores con
los correspondientes al hidrégeno.

Solucion:

Las velocidades cuadratica media, esta dada
por la ecuacion
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A 300 K

= =\/3x8,314x300 1529 ms"

32,0

A 1000 K

=27,92ms™"

\/?:\/3x8,314x1000

32,0

La velocidad media esta dada por

con

Con lo que

S8RT
™

u=

A 300K

7= 8x8,314x 300
3,1416x 32,0

A 1000 K

__ [8x8,314x1000
1\ 3,1416x32,0

La velocidad més probable esta dada por

=14,0 ms™"

=2572ms"

Por lo tanto

_ 2RT
u, =1/—
M

A 300 K
i = 2x8,314x 300 —12,49m 5~
32,0
A 1000 K
i = 2x8,314x1000 —22.80ms”
32,0

Observamos que para diferentes gases a las
mismas temperaturas, las diferencias de sus velo-
cidades se deben a sus diferentes masas molares.
Por lo tanto

- B /3RT - 3 /3RT
u (02)— Moz y \/T(Hz)— MHZ

A partir de estas ecuaciones

De la misma manera

E(Hz): 45(02)

Profesor: Dr. Miguel Katz
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u,H=4u,(0,)

A partir de la (1 - 58) y del valor de
a encontrado en la (1 - 49) se obtiene

S
~ Jr 2kT

La determinacion experimental de las veloci-
dades de los gases fue encarada por Otto Stern en
1921 quien calentaba un alambre de platino recu-
bierto por plata a temperaturas cercanas al punto
de fusion de este metal donde comenzaba la eva-
poracion del metal. El alambre coincidia con el
eje de un cilindro provisto de ranuras a través de
las cuales podian pasar los atomos de plata que
incidian sobre una pantalla de laton concéntrica
con el cilindro, sobre la que se condensaba una
delgada banda de plata. El dispositivo estaba en-
cerrado por una campana de cristal en la que se
habia hecho el vacio para evitar el choque con las
moléculas de los gases constituyentes del aire. Al
hacer girar el cilindro a altas velocidades, la ban-
da de plata se desplazaba respecto de su ubicacion
en reposo. Midiendo ese desplazamiento, y cono-
cidos el diametro del cilindro, su velocidad angu-
lar y la distancia desde la ranura hasta el blanco,
Stern pudo determinar con bastante aproximacion
la velocidad de los atomos de plata a altas tempe-
raturas. Posteriormente Zartmann y Ko, y el mis-
mo Stern conjuntamente con Estermann y Simp-
son, perfeccionaron los métodos de determina-
cion de velocidades moleculares para gases mo-
noatémicos a altas temperaturas (bajo comporta-
miento ideal) estableciendo una excelente concor-
dancia entre la teoria y los resultados experimen-
tales

1 - 4. El principio de equiparticion de la
energia

Consideremos un gas monoatomico en condi-
ciones de idealidad. La energia cinética de trasla-

cion de una molécula de ese gas asociada a la
componente X de su velocidad vendra dada por

1
&= (1-59)

donde p es la masa de la molécula. El valor medio
del cuadrado de las componentes X de velocidad
de las moléculas que tienen la distribucion de
Maxwell, es

=
N

x

J'uidNu kT

1_
= _uZ =
3 H
Por lo tanto, la energia cinética media asociada
con la componente X de sus velocidades viene
dada por

1, 1
& =iy = kT (1 - 60)

y valores similares se obtienen para las energias
cinéticas medias asociadas con las componentes
Y y Z de sus velocidades. Pero como hemos en-
contrado que para un mol de gas ideal se cumple

- 3

E =ERT (1 - 61)
Para una molécula sera

_ 3R

e=5N—AT (1-62)

Siendo las direcciones X, Y y Z equivalentes,
la energia cinética media de traslacion de un gas
monoatomico que se comporta idealmente es un
tercio de la energia cinética media total. Cada va-
riable independiente que se requiere especificar
para determinar la energia de una molécula se
llama grado de libertad. Como la energia cinética
de traslacion de una molécula queda determinada
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por las tres componentes de velocidad de su bari-
centro de masa, esa molécula tiene tres grados de
libertad e inferimos que la energia cinética de
traslacion se divide por igual entre ellas. Por ello
se habla de la equiparticion de la energia, que es
un “principio” en tanto que no se puede compro-
bar experimentalmente sino que se ratifica por sus
consecuencias. Pero las moléculas no son puntos
geométricos sino que tienen dimensiones finitas.
Tienen, por lo tanto, momentos de inercia y
energia cinética de rotacion y de vibracion. Si las
moléculas tienen dos o mas atomos, el nimero de
grados de libertad aumenta. En resumen, las
moléculas tienen varios “grados de libertad” de
los cuales tres son debidos a su traslacion, cual-
quiera sea la atomicidad de la molécula.

1 - 5. Teoria clasica de las capacidades ca-
lorificas molares

En esta seccion trataremos de encontrar una
justificacion de los valores que tienen las capaci-
dades calorificas molares a volumen y a presion
constante para gases de la misma atomicidad bajo
comportamiento ideal.

De acuerdo con la teoria cinética de la propie-
dad macroscopica “energia interna” de un gas es
el resultado de la suma de las energias de movi-
miento de las particulas que lo forman.

Para un gas en condiciones de idealidad, la
contribucion de cada molécula a la energia del
conjunto estd dada por una expresion del tipo

e =

fkT

N | =

donde f es el nimero de grados de libertad de la
molécula. Para las N moléculas que integran un
mol, sera

—u 1 1
EM=EkaAT=EjRT

La Termodindmica nos muestra que
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EM
le/” = 6_
or ),
luego, a partir de la hipotesis cinética
o(1 f
C)'=—| - fRT| =R 1-63
y=2qmr) - -3
La relacion de Mayer establece que
C;," -C) =R
de aqui se deduce que
M S
C, =R+?R (1-64)
Ademas
C,) f+2
Y=—r =" (1-65)
' f

De manera que, mientras la Termodindmica so6lo
nos predice valores de la diferencia o el cociente
de las capacidades calorificas molares, la teoria
cinética — junto con el principio de equiparticion —
nos permiten establecer los valores individuales
de estas magnitudes utilizando el nimero de gra-
dos de libertad. De las ecuaciones (1 - 63) y (1 -
64) se establece que las capacidades calorificas
molares de los gases ideales son independientes
de la temperatura.

A

Figura 1 - 6. Molécula diatomica simétrica.

Profesor: Dr. Miguel Katz
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Supongamos que el gas que se comporta ide-
almente es monoatomico para el cual la energia
sea totalmente energia cinética de traslacion. Co-
mo en este caso hay solo tres grados de libertad, f
= 3. De aqui que

_3
=3

valores que coinciden notablemente con los resul-
tados experimentales.

Si el gas que se comporta idealmente es di-
atomico, cobra importancia la rotaciéon que puede
experimentar la molécula alrededor del eje de
union. En la Figura 1 - 6 se representa una molé-
cula diatomica orientada seglin un sistema arbitra-
rio de ejes cartesianos.

Los momentos de inercia respecto de los ejes
X e Y son mucho mayores que alrededor del eje Z,
y si despreciamos este ultimo, la molécula tiene
dos grados de libertad de rotacion y las dos canti-
dades que especifican la energia cinética de rota-
cion son los componentes de la velocidad angular
alrededor de los ejes X e Y. Ademas, como la
unién quimica entre los atomos no es perfecta-
mente rigida, los atomos pueden vibrar segun la
linea que los une. Esto introduciria dos grados de
libertad vibracionales. Sin embargo, el efecto vi-
bracional, en moléculas diatdmicas, es bastante
menor que el rotacional alrededor del eje Z, y
puede despreciarse. Contabilizando 5 grados de
libertad

7
=2=1,40
=3

lo que coincide muy bien con los resultados expe-
rimentales para la mayoria de los gases diatémi-
cos (el cloro es una excepcion notable)

A medida que aumenta la complejidad de la
molécula, los valores experimentales se van apar-
tando de las predicciones tedricas, tanto por los
efectos rotacionales y vibracionales como por el
hecho que para gases con mas de un atomo las
capacidades calorificas molares varian notable-
mente la temperatura. Asi, el H, que a temperatu-
ra ambiente tiene un valor de y = 1,40, cuando

estd a 20 K este valor aumenta a 1,67. Es decir, se
comporta como monoatémico, lo que indicaria
que a temperaturas muy bajas las rotaciones y vi-
braciones de los 4&tomos no influyen para nada en
el valor de la capacidad calorifica molar.

La teoria clésica resulta inadecuada para ex-
plicar sus diferencias con los resultados experi-
mentales en gases con mas de un dtomo, aun bajo
condiciones ideales. En cambio, la Mecanica
Cuantica permite su explicacion. Segln esta teor-
ia, todas las formas de energia estan cuantificadas,
es decir, la molécula no modifica su energia en
forma continua sino que lo hace en cantidades de-
finidas o cuantos. Los cuantos de traslacion son
muy pequefios, los de rotacion algo mayores y los
de vibracion mucho mayores. Aln a las tempera-
turas mas cercanas al cero absoluto en la que la
sustancia sigue siendo gaseosa, todas sus molécu-
las tienen energia de traslacion pero se encuentran
en sus niveles cuédnticos de vibracion y de rota-
cion mas bajos — esto justifica, por ejemplo que a
3,5 K el H; se comporte como monoatémico — A
medida que aumenta la temperatura pueden ab-
sorber energia del medio ambiente para provocar
una modificacion en el nivel de su energia rota-
cional, y s6lo a temperaturas moderadamente ele-
vadas pueden sufrir modificaciones en su nivel de
energia vibracional. Esto explica por qué para la
mayoria de los gases diatdbmicos a temperatura
ambiente la energia de vibraciéon no afecta las
capacidades calorificas molares. A medida que se
eleva la temperatura aumenta el nimero de molé-
culas que absorben cuantos de energia vibracional
con lo que su contribucion a la capacidad calorifi-
ca molar aumenta. Esto explica por qué los valo-
res de CVM de los gases diatdbmicos aumentan con
el aumento de temperatura tendiendo a un valor
de 7 cal K mol™!, tal como se muestra en la Tabla
1-3.

Gas | 0°C [100 °C{200 °C| 500 °C [1200°C| 2000 °C
H, | 4871493 | 505 | 5,16 | 567 6,29
N,, | 499 | 5,05 | 5,15 | 5,47 | 6,13 6,3
0,

HCl | 5,00 | 5,09 | 5,27 | 5,46 | 6,13 6,9
Cl, | 595] 63 6,7 6,9 7,1 7,2

Tabla 1 - 3. Capacidades calorificas molares a
volumen constante en cal °C'mol™.
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Las moléculas poliatdmicas pueden ser linea-
les o no lineales. Las lineales, al igual que las di-
atomicas, tienen dos tipos de rotacion mientras
que las no lineales pueden rotar alrededor de los
tres ejes. Para una molécula poliatomica lineal de
n atomos hay 5 clases de movimientos debidos a
traslacion y rotacion y, por consiguiente, 3n - 5
modos de vibracion. Para las no lineales estos
modos son 3n - 6. La capacidad calorifica molar a
volumen constante maxima de una molécula po-
liatdmica sera la suma de los grados de libertad
debido a los distintos tipos de movimientos posi-
bles recordando que cada uno de ello contribuye
con 2de R

1 - 6. Gases reales, desviaciones del com-
portamiento ideal

Las leyes de los gases ideales fueron deduci-
das de la teoria cinética sobre la base de dos supo-
siciones importantes: que el volumen propio de
las moléculas es despreciable frente al volumen
total que ocupa la masa gaseosa y que las molécu-
las no se atraen ni se repelen por fuerzas gravita-
torias o electrostaticas (postulado del choque elas-
tico). Ninguna de estas dos suposiciones puede
considerarse aplicable a los gases reales en todo el
intervalo de temperaturas o presiones y, por lo
tanto, por debajo de determinadas condiciones de
presion o temperatura, éstos presentan desviacio-
nes respecto del comportamiento ideal.

Si las moléculas no se atrajeran entre si, difi-
cilmente podria el gas condensarse. Una de las
propiedades mas notorias de los liquidos es su co-
hesion y esta es atribuida a la atraccion molecular,
tanto en el liquido como en el gas. Ademas de las
fuerzas de atraccion, se puede demostrar que tam-
bién deben existir fuerzas de repulsion entre las
moléculas.

Por otra parte, la misma teoria cinética toma
en cuenta el tamafio de las moléculas al desarro-
llar el estudio de los didmetros de choque. Preci-
samente, el diametro de choque es la distancia en-
tre moléculas a la cual la fuerza de atraccion se
hace igual a la fuerza de repulsion.

Para tomar en cuenta estos factores que apar-
tan a los gases del comportamiento ideal, es que
introducen correcciones a la ecuacion de estado
del gas ideal. Precisamente, la constante b de la
ecuacion de van der Waals — llamada covolumen
— se debe a que las moléculas tienen volumen
propio. En dicha ecuacion el término a/VM ? —
llamado presién interna — es el factor de correc-
cion que toma en cuenta las interacciones entre
las moléculas.

1 - 7. Los métodos de la Termodinamica
Estadistica

El ejemplo dado en la seccion anterior nos
muestra un intento de relacionar propiedades
mecanicas de un conjunto de particulas (energia
cinética, velocidad, masa, cantidad de movimien-
to, etc.) con propiedades termodinamicas ma-
croscopicas (por ejemplo, la temperatura). El de-
sarrollo de la Termodindmica durante la segunda
mitad del siglo XIX llevo a muchos cientificos,
entre ellos a Rudolph Clausius, a tratar de encua-
drar los principios de la Termodinamica dentro de
los principios de la Mecanica newtoniana. Pero
todos los intentos chocaban con un inconveniente
insalvable: desde el punto de vista de la Mecanica
Clésica, las leyes del movimiento son, en princi-
pio, reversibles. Mas atun, la Mecanica no objeta
la reversibilidad temporal de ciertas transforma-
ciones. Por lo tanto no se podia encontrar una jus-
tificacion tedrica a fenomenos tan sencillos como
el efecto Joule — Thomson (expansion adiabatica
estrangulada de un gas). Si todos los movimientos
de las moléculas de un gas son reversibles, ;por-
qué un fendmeno espontdneo como la expansion
estrangulada de un gas hacia una presion menor
(o hacia el vacio) es irreversible?

Todos los intentos de derivar los principios de
la Termodinamica a partir de los principios de la
Mecénica han fracasado, solo se ha logrado una
compatibilizacion parcial de ambas disciplinas
para el caso de sistemas en equilibrio con el auxi-
lio de la Estadistica y de dos principios adiciona-
les.
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En teoria, si se conocieran simultineamente
las posiciones y velocidades de todas las particu-
las de un sistema dado, se podria determinar su
estado en ese instante y aplicando las leyes de la
Mecénica (Clasica y Cuantica) se podria estable-
cer su evolucion posterior. Sin embargo, esto es
imposible, tanto por el principio de incertidumbre
como por la imposibilidad factica de establecer
simultdneamente las coordenadas termodindmicas
de la enorme cantidad de particulas existentes aun
en la masa mas pequefa de materia detectable con
una balanza

Dado lo insalvable de ese problema, para pre-
decir el comportamiento més probable de un con-
junto grande de particulas se recurre a métodos
estadisticos.

Los métodos que se emplean tratan esencial-
mente de encontrar la distribucion de una cierta
cantidad de energia entre un conjunto de N parti-
culas idénticas o entre N sistemas formados cada
uno de ellos por conjunto de N particulas idénti-
cas. El primero de estos métodos estadisticos fue
desarrollado por Ludwig Boltzmann a partir de
los trabajos de John Clerk Maxwell sobre distri-
bucion de velocidades moleculares de un gas ide-
al. El segundo, fue empleado por vez primera por
Josiah Williard Gibbs en 1902 su libro Elementa-
ry Principlesin Satistical Mechanics

En 1866 Boltzmann, en un trabajo titulado "On
the mechanical meaning of the second law of
thermodynamics', habia intentado “deducir” el Se-
gundo Principio de la Termodindmica a partir de
los principios de la Mecénica. Sin embargo, al
hacerse publica la famosa carta de Maxwell a Tait
en la que analizaba la hipotética forma de violar el
Segundo Principio — mediante lo que Lord Kelvin
llamaria “el demonio de Maxwell””— quedé muy
impresionado con la conclusion de Maxwell segiun
la cual el Segundo Principio es un enunciado me-
ramente estadistico. Entusiasmado con esa idea
desarrolld un método estadistico para estimar la
distribucion de energias de un sistema formado por
N moléculas de un gas ideal. Esas moléculas

> Una restriccion que impediria que las moléculas de un gas
pasasen de un recinto a otro de temperatura menor pero
permitia el pasaje inverso, con lo cual en lugar de unifor-
marse la temperatura de los recintos en contacto, uno se
calentase y el otro se enfriase.

tendran, en general, distintas energias y por lo tan-
to estaran en distintos “estados”. Boltzmann pos-
tul6 que el numero de moléculas en un estado dado
es proporcional a exp(-g; /kgT) donde €; es la
energia del estado i y Kg es la constante de Boltz-
mann, que es la constante universal de los gases R
dividida por el Numero de Avogadro. La suma de
los términos exp (-&; /KBT) en todos los estados de
energia se conoce como funcién de particion. Estas
funciones de particion se utilizan para obtener los
valores de las propiedades termodindmicas, por
ejemplo, entropia, entalpia y energia libre, funcion
de trabajo. Se pueden calcular funciones de parti-
cion para las distintas formas de energia de movi-
miento de 4tomos y moléculas. En la practica la
funcion de particion total de un sistema de molécu-
las se obtiene evaluando por separado las funcio-
nes de particion traslacional, rotacional, vibracio-
nal, electronica y nuclear de las mismas para lo
cual se deben disponer los datos necesarios acerca
de las moléculas, en particular se requiere conocer
la masa, los momentos de inercia, las frecuencias
vibracionales y los niveles electronicos de energia.

El método de Boltzmann, si bien constituyo
un avance en su época, tiene una restriccion im-
portante: SOlo es aplicable a sistemas en los cua-
les las particulas no interactien entre si, con lo
que virtualmente so6lo es aplicable a gases que se
comporten idealmente. No es aplicable a sistemas
que no consistan en un gran namero de constitu-
yentes idénticos con energias “propias”. En un
solido la interaccidon con las particulas vecinas es
tan fuerte que es imposible dividir mentalmente la
energia entre esas particulas.

El método de Gibbs consiste en una aplica-
cion diferente de los mismos resultados matema-
ticos del método de Boltzmann y es aplicable, en
forma general, a la casi totalidad de los sistemas
termodinamicos. Consiste en imaginar mental-
mente la existencia de un conjunto enormemente
grande de N sistemas similares al sistema en estu-
dio el cual es el promedio estadistico de esos X
sistemas.
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1-8. Conjuntos y postulados

Las propiedades macroscopicas de los siste-
mas se suelen clasificar en propiedades “mecéni-
cas” y propiedades “no mecénicas”. Por propie-
dades “mecanicas” queremos significar, por
ejemplo, presion, energia, volumen, numero de
moléculas, etc., todas las cuales pueden ser defi-
nidas en términos puramente mecanicos (cudnti-
cos o clasicos) sin introducir, por ejemplo, el con-
cepto de temperatura. Ejemplos de variables ter-
modinamicas “no mecéanicas” son la temperatura,
la entropia, la energia libre (de Gibbs o de
Helmholtz), el potencial quimico, etc.

Consideremos una variable mecénica tipica
como la presion. Si quisiéramos calcular la presion
de un sistema termodinamico a partir de considera-
ciones moleculares tendriamos que calcular la
fuerza por unidad de area ejercida sobre las pare-
des del sistema teniendo en cuenta los cambios de
estado del sistema con el tiempo. La fuerza en si
misma seria una funcién del tiempo. Por lo tanto,
necesitariamos conocer cual seria tiempo promedio
en el que la fuerza ejercida sobre las paredes tiene
un determinado valor. Para ello deberiamos tomar
un periodo de tiempo lo suficientemente grande
para alisar todas las fluctuaciones. Ese lapso deber-
ia ser lo suficientemente grande como para que el
promedio temporal de la fuerza sea independiente
del valor de la fuerza en el instante inicial (. De-
bido al enorme numero de particulas presentes en
un sistema tipico y al hecho que estan interactuan-
do unas con otras, tal calculo hipotético estd, por
supuesto, completamente fuera del alcance tanto en
la Mecédnica Cuantica como en la Clésica. El
método del conjunto de sistemas de Gibbs obvia
estas dificultades sobre la base de aceptar la vigen-
cia de dos postulados. La validez de esos postula-
dos radica en la concordancia entre las conclusio-
nes que de ellos se deducen y los resultados expe-
rimentales. Hasta ahora no hay evidencia experi-
mental disponible que arroje dudas sobre la correc-
cion de los postulados de la Termodinamica Es-
tadistica.

Antes de establecer los postulados debemos
introducir el concepto de un “ensamble” o “con-
junto” de sistemas. Un conjunto de sistemas es,
simplemente, una coleccion (mental) de un gran

numero X de sistemas, cada uno construido para
ser una réplica de un nivel termodinamico (ma-
croscopico) del sistema termodindmico real cuyas
propiedades estamos investigando. Por ejemplo,
supongamos que el sistema de nuestro interés tie-
ne un volumen V, contiene N moléculas de un
componente simple y estd inmerso en un gran ba-
fio a la temperatura T. Los valores asignados N, V
y T son suficientes para determinar el estado ter-
modindmico del sistema. En este caso el conjunto
consistiria en N sistemas, todos los cuales estan
construidos para duplicar el estado termodinami-
co (N, V, T) y el ambiente (sistema cerrado inmer-
so en un bafio calorifico) del sistema original. Si
bien desde el punto de vista termodinamico todos
los sistemas del conjunto son idénticos, desde el
nivel molecular no lo son. Esto no es de extraar,
de hecho, hay un niimero extremadamente grande
de estados cuanticos (o clasicos) diferentes que
pueden dar como promedio un estado termodina-
mico dado. Para dar un ejemplo, si el sistema
consiste en un miligramo de gas hidrégeno, en ¢l
se encuentran unas 3 x 10°° moléculas. Obvia-
mente tres nameros, por decir los valores de N, V
y T son realmente inadecuados para especificar el
estado molecular (o microscopico) detallado de
un sistema que contiene tantas moléculas.

Debemos notar que cuando usamos el térmico
“estado cuantico” debe entenderse que nos refe-
rimos especificamente a estados energéticos (por
ejemplo, autoestados de energia o estados esta-
cionarios).

En un conjunto construido por replicacion de
un sistema termodindmico dado en un ambiente
dado, y en cualquier instante del tiempo, estan
representados muchos estados cudnticos diferen-
tes de los distintos sistemas del conjunto. En esos
estados cudnticos diferentes, la presion instanta-
nea calculada seria, en general, diferente. El “con-
junto promedio” de los valores de la presion es
entonces el promedio de los valores instantaneos
de las presiones, dando el mismo peso a cada Sis-
tema del conjunto al calcular el promedio. Un
conjunto promedio similar puede ser calculado
para cualquier variable mecanica que pueda tener
valores diferentes en los distintos sistemas del
conjunto.

Establecemos ahora el primer postulado:
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El promedio temporal (para un tiempo lo
suficientemente grande) de una variable
mecénica M del sistema termodindmico real
esigual al conjunto promedio de los valores
de M, en €l limite de XN — o« siempre que los
sistemas en € conjunto repliquen e estado
termodinamico y e ambiente del sistema
real en estudio.

En sintesis, este postulado — Ilamado a veces
hipotesis ergédica — nos dice que podemos re-
emplazar un promedio temporal de un sistema re-
al por un promedio instantaneo de un gran niime-
ro de sistemas “representativos” del sistema real.
El primer postulado necesita ademas alguna in-
formacion sobre la probabilidad relativa de ocu-
rrencia de diferentes estados cudnticos en los sis-
temas del conjunto para poder computar realmen-
te el conjunto promedio. Esta informacion es su-
ministrada a través de un segundo postulado.

Notemos que el conjunto promedio de los
valores de M en el limite de N — o a que nos re-
ferimos mas arriba debe ser independiente del
tiempo. De otro modo, el sistema original que el
conjunto “representa” no estaria en equilibrio.

En este capitulo, estableceremos los detalles
para los tres entornos mas importantes:

(a) un sistema aislado (N, V y E, constantes,
donde E es la energia del sistema);

(b) un sistema cerrado isotérmico (N, Vy T
constantes) y

(©) un sistema isotérmico abierto (N es varia-
ble mientras que p, V y T, donde pes el
potencial quimico, son constantes)

(En general escribimos N y p para el nimero de
particulas, pero se sobreentiende que si el sistema
esta formado por mas de un componente debe re-
emplazarse N por Ni, N,...y ppor i, 1o, ...)
En los tres casos anteriores, los conjuntos re-
presentativos se llaman microcanonico, canonico
y gran canonico, respectivamente.
El segundo postulado afirma:

En un conjunto (N — o) representativo de
un sistema termodinamicamente aislado, los
sistemas del conjunto estan distribuidos uni-
formemente, esto es, con igual probabilidad
o frecuencia, sobre |os estados cuanticos po-
sibles compatibles con los valores especifi-
cadosdeN, Vy E del sistemareal.

En otras palabras, cada estado cudntico esta
representado por el mismo numero de sistemas en
el conjunto o, si se selecciona al azar un sistema
del conjunto, la probabilidad que se lo encuentre
en un estado cudntico particular es la misma para
todos los estados cuanticos posibles. Una impli-
cacion relacionada con este postulado, cuando se
lo combina con el primer postulado, es que el sis-
tema simple aislado de interés real (que sirve co-
mo prototipo para los sistemas del conjunto) pasa,
en un periodo largo de tiempo, igual cantidad de
tiempo en cada uno de los estados cuénticos dis-
ponibles. Este segundo postulado se llama usual-
mente “principio de probabilidades iguales a
priori”.

El valor de E a que hace referencia el segundo
postulado debe ser uno de los niveles de energia
del sistema mecanico-cudntico definido por N y
V. Dado que N es extremadamente grande, los ni-
veles de energia para tales sistemas deben estar
tan proximos que practicamente son continuos y
mas aun, cada uno de esos niveles tendra una de-
generacion extremadamente alta. En general, va-
mos a denotar con Q(N,V,E) el nimero de estados
cuanticos asociados con el nivel de energia E de
un sistema mecanico-cuantico definido por Ny V.
Asi el “niimero de estado cudnticos posibles” que
indica el segundo postulado es Q.

Se podra argumentar que desde el punto de
vista operacional E no se puede conocer con pre-
cision sino que hay cierta indeterminacion AE en
el valor de E. Para todos los propdsitos termo-
dinamicos, esta complicacién es completamente
irrelevante. Por eso, en aras de la simplicidad, la
ignoraremos.

A partir de los dos postulados anteriores se
pueden derivar las propiedades esenciales de los
conjuntos candnico y gran canonico.
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1-9. El factor de Boltzmann

Presentaremos ahora una manera sencilla (y
aproximada) de llegar al factor de Boltzmann so-
bre la base de la energia de un conjunto micro-
canonico. Como vimos en la seccion anterior tal
conjunto se caracteriza por estar formado por un
elevado nlimero N de sistemas idénticos aislados.
En el sistema aislado real E, Ny V son constantes.
Cada uno de los sistemas del conjunto replica el
estado termodinamico y el ambiente del sistema
real en estudio.

De acuerdo con el primer postulado, el pro-
medio temporal (para un tiempo lo suficientemen-
te grande) de la energia E del sistema termodina-
mico real es igual al conjunto promedio de E. Es-
to significa que si E es la energia del sistema real,
su valor serd igual al promedio de las energias E;,
E,, .., Ej ... de los sistemas que forman el con-
junto (siempre que el nimero de sistemas sea su-
ficientemente grande). Si ny, Ny, N3,. . ., Nj,. . .
son los numeros de sistemas que forman el con-
junto que tienen las respectivas energias E;, E; ,
..., Ej ... tendremos

nl+n2+n3+--~+nj+~-=2ni=2€

y
mE, +mE, + B, +-+mE;+- D nE, g

X X

A su vez, la energia E; de cualquiera de los siste-
mas del conjunto microcanoénico es el resultado
de la suma de las energias de los 4&tomos, molécu-
las o iones individuales que lo forman. La energia
de cada una de estas particulas est4 cuantificada y
los autovalores (discretos) de la misma se pueden
calcular a partir de la Mecénica Cuantica.

Cada sistema del conjunto tiene uno de los
valores de la energia. Para encontrar la distribu-
cion de la energia aceptamos que:

La probabilidad de encontrar un sistema con
la energia E; es P; = ni/X. Esa probabilidad de-
pende de la energia E;; por consiguiente,

Pi=fE) (1 -66)

Asimismo la probabilidad de encontrar un sis-
tema con la energia E; es
P, =flE) (1-67)
Supongamos que escogemos dos sistemas del
conjunto; la probabilidad Pj; de que un sistema
tenga energia E; y que el otro tenga energia E; es
el producto de las probabilidades individuales.
P;=P; P; = f(E)) AIE)) (1-68)
Supongamos que apareamos sistemas al azar
para formar N/2 pares de sistemas. La probabili-
dad de que un par tenga energia E; + E; es tam-
bién Pjj y debe ser la misma funcion de la energia
para la pareja que el Pjj es del sistema individual;
Pj; diferird, como méximo, en una constante mul-
tiplicativa B, ya que el numero total de sistemas
implicados es diferente. Por lo tanto
P =B fiEi + Ej) (1-69)
Combinando esto con el resultado expresado
por la ecuacion (1 - 68) obtenemos la ecuacion
funcional
AEE) fE)) =B fiE; + E)) (1-70)
La ecuacion (1 - 70) se satisface si f(E;) tiene
la forma
fE)=B P& (1-71)
En esta ecuacion 3 es una constante positiva y
el signo negativo del exponencial se escoge a fin
de evitar una probabilidad infinita de encontrar
sistemas con energia infinita. La constante 3 de-
beria ser la misma para todos los sistemas del
conjunto, de otra manera no se satisfaria la rela-
cion funcional (1 - 70). Si bien los sistemas tienen
energias diferentes, el hecho que se encuentren en
equilibrio indica que estdn todos a la misma tem-
peratura. La temperatura es una propiedad “no
mecénica” comun a todos los sistemas. Como f3 es

una propiedad mecanica comun a todos los siste-
mas establecemos la siguiente correspondencia.
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B < 1/kgT (1-72)
kg recibe el nombre de constante de Boltzmann®.
Notemos que en la (1 - 72) no hemos emplea-
do el signo igual. El signo que figura en la misma
nos dice que hemos establecido una correspon-
dencia (arbitraria) entre dos propiedades de un
sistema, una mecanica y otra “no mecanica”
Finalmente, la probabilidad es
P; = B ¢5i’kBT (1-73)
La constante B se determina mediante la condi-

cion de que la suma de las probabilidades de to-
dos los estados posibles de energia es la unidad.

xPi =1 (1-74)
Por lo tanto
BY et =1 (1-75)

La sumatoria de la (1 -75) se denomina fun-
cion de particion, o suma de estados y se repre-
senta por el simbolo Q.

Q=Y ehi%st (1 - 76)
En consecuenciaB=1/Qy
e Ei/ksT
P=— (1-77)
0

Conociendo la probabilidad de encontrar al
sistema con energia E; se puede calcular la energ-
ia termodinamica U del sistema que es el prome-
dio de la energia del conjunto.

S

U=<E>=———
N

® El valor numérico de kg ( = RIN,) se puede obtener a par-
tir de la distribucion de velocidades moleculares de un gas
monoatémico ideal desarrollada por Maxwell

como n;/X = P; esto resulta

o~y

Por el mismo razonamiento, cualquier propie-
dad Y(E;) de un sistema que sea funcion de la
energia tiene un promedio <Y> dado por

(1-78)

<Y>=ZP,' Y(E)) (1 -79)

El argumento supone que las probabilidades
de elegir un sistema con energia E; y otro con
energia E; son independientes. La independencia
de las probabilidades implica que la distribucion
es aleatoria.

1 -6. Conjunto candnico

En un conjunto candnico, el sistema real —
que no es aislado sino cerrado — tiene un volu-
men fijo V, un niamero fijo N de moléculas (que
haremos Nji, Np,.. .si el sistema es multicompo-
nente) y estd inmerso en una gran fuente de calor
a la temperatura T. La fuente de calor se supone
“muy grande” para que sea consistente con el uso
que haremos mas adelante del limite N — o .
Nuestro primer objetivo es establecer el método
necesario para calcular los valores medios de las
variables mecanicas del sistema, tales como
energia y presion. En vista del primer postulado,
esto significa que necesitamos poder calcular el
conjunto promedio de tales variables. Esto a su
vez, se puede hacer si conocemos el valor de la
variable particular en cuestion en un dado estado
cuantico y la fraccion del conjunto de sistemas
que estan en ese estado cudntico. Notemos que
debido a que en este caso el sistema termodinami-
co no estd aislado sino que estd en contacto con
una fuente de calor, la energia del sistema puede
fluctuar, por lo tanto, deberan ajustarse los valores
de los estados cuanticos pertenecientes a los dis-
tintos niveles de energia E;.
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Dado que en un determinado estado cudntico
las variables mecanicas tienen valores bien defi-
nidos (de hecho se puede usar esta propiedad co-
mo definicion de “variable mecanica”), la tarea
que queda es determinar la fraccion de sistemas
en el conjunto que tienen un estado cuantico dado
(o la probabilidad de que un sistema del conjunto
elegido arbitrariamente se encuentre en un estado
cuantico determinado). Este es el problema que
consideraremos ahora.

QAiAsIante térmico

A

C Sistemacon N yV

Figura 1 — 7. Conjunto canoénico de N sistemas
cada uno con Ny V.

Como hemos establecido que el sistema expe-
rimental se encuentra inmerso en un gran reservo-
rio de calor a la temperatura T, cada sistema del
conjunto representativo del real debe encontrarse
también en un gran reservorio de calor a la tempe-
ratura T. Especificamente contemplemos la si-
guiente disposicion que satisface este requeri-
miento. Imaginemos XN sistemas macroscopicos
como los de nuestro conjunto cada uno de ellos
con Ny V (duplicando los valores del sistema ex-
perimental) agrupados juntos en un entramado
(Figura 1 - 7). Las paredes entre los diferentes sis-
temas del conjunto son conductoras del calor pero
impermeables a las particulas. Para establecer la
temperatura T imaginamos que el grupo entero de
sistemas (es decir, el conjunto) estd inmerso en un
gran reservorio de calor a la temperatura T. Des-
pués que se alcanza el equilibrio se coloca un ais-

lante térmico en las paredes exteriores del conjun-
to (representado esquematicamente en la Figura 1
- 7 por la doble linea) y el conjunto es sacado de
la fuente térmica. Todo el conjunto es ahora un
sistema aislado de volumen X V, de X N particulas
y una energia total que simbolizaremos con E; (t
= total). Observemos que cada sistema del con-
junto estd inmerso en una gran fuente térmica a la
temperatura T, como se requiere para que el con-
junto sea representativo del sistema termodindmi-
co original. De esta manera, los restantes X -1 sis-
temas del conjunto sirven como fuente térmica
para cualquier sistema seleccionado.

Como el conjunto en si mismo es un sistema
aislado podemos aplicar e segundo postulado a
todo el conjunto. Asi, el conjunto canénico com-
pleto mostrado en la Fig. 1 - 7, es estimado ahora
como un sistema termodindmico caracterizado por
las variables N V, X Ny E; Nos referiremos a este
sistema como un “supersistema” a fin de evitar
confundirlo con el sistema cerrado isotérmico ori-
ginal. El segundo postulado nos dice entonces que
cada estado cudntico posible de este supersistema
es igualmente probable y, por consiguiente, debe
darsele igual peso en los célculos de los valores
promedio que nos interesen.

Volvamos ahora a un sistema individual del
conjunto canoénico. Como sistema mecanico-
cuantico estd caracterizado por N y V. Hagamos
una lista de todos los valores de las energias po-
sibles en orden creciente de autovalores de energ-
ia E1, Eo, ...Ej, .... Aqui, por conveniencia, po-
nemos en la lista cada estado en forma separada,
de modo que cuando ocurre degeneracion algunos
valores sucesivos E;j tendran el mismo valor nu-
mérico.

Como cada sistema en el conjunto candnico
tiene los mismos Ny V, todos los sistemas tienen
el mismo conjunto de estados de energia, repre-
sentados por Ei, Ej, ..Ej ... Supongamos ahora
que observamos simultdneamente los estados de
energia de cada sistema en el conjunto y conta-
mos el nimero de sistemas encontrados en cada
uno de los estados listados. Llamemos n; al
namero de sistemas encontrados en el estado Eq,
..., Nj en el estado Ej, etc. El conjunto de los
numeros Ng, Nz, ...,N;.... es una “distribucion”. Por
supuesto, serd posible observar muchas distribu-

Profesor: Dr. Miguel Katz



262

UNIDAD III - TERMODINAMICA ESTADISTICA

ciones, pero obviamente todas tienen que satisfa-
cer las relaciones

S -2

i

D nE, =k,

J

(1 - 80)

(1-81)

Al disponer en un cierto orden a los sistemas
individuales (de tamafio macroscopico) en el su-
persistema (conjunto canénico) los hemos “indi-
vidualizado™. Entonces, el estado energético de
todo el supersistema puede ser completamente
especificado si indicamos los estados de energia
de cada uno de los sistemas que lo forman (por
ejemplo, E;, E,, ...Ej ...).

Para dar un ejemplo simple, supongamos que
hemos formado el supersistema mediante cuatro
sistemas A, B, Cy D (X = 4) y que los estados
posibles de energia para cada sistema sean E;, E;
y Es. Entonces uno de los posibles estados de
energia del supersistema podria ser:

A B C D
Eo B E E

Por supuesto que (por la ecuacion 1 - 81)
E1+2E2+E3: Et

Aqui n; = 1, n; =2, n3 = 1. Realmente, hay en el
supersistema 12 estados posibles consistentes con
esta distribucion. Tres de ellas son

A B C D

E, E; E; E,
E, B5 E E
Es B2 B E

Pero hay cuatro conjuntos de este tipo, correspon-
dientes a las cuatro posibles asignaciones de E;
(E1 en A, en B, en Cy en D). En general el nime-
ro de estados del supersistema € (n) compatible
con una dada distribucién Ny, Ny, ...,N;.... esta da-
do por la conocida férmula combinatoria

(n+n,+--+n, +---)!= N
I n!
(1-82)

Q,(n)=
' n!n!. . .n!..

Estamos intentando encontrar la probabilidad
de observar un estado cuantico determinado (por
ejemplo E;j) en un sistema elegido del conjunto
canodnico (o la fraccion de sistemas de ese conjun-
to que tienen el estado Ej). Para una distribucion
particular Ny, Ny, ...,N;.... esta probabilidad o frac-
cion es, para el estado Ej nj/ XN. Pero en general
hay muchas distribuciones posibles para N, V, X'y
Ej. Lo que necesitamos es la probabilidad general,
esto es un valor promedio de n;/ X para esas dis-
tribuciones basado sobre la asignacion de igual
peso a cada estado del supersistema. La asigna-
cion de igual peso a los estados del supersistema
implica inmediatamente que el peso asignado a
cada distribucion, al calcular el promedio sobre
diferentes distribuciones, debe ser proporcional a
Q) () para esa distribucion.

Consideremos ahora el ejemplo numérico an-
terior y supongamos ademads que hay solo dos dis-
tribuciones que satisfacen la condicién de la las
ecuaciones (1 - 80) y (1 - 81), a saber

ni =1, ny =2, nj =1,

1+2+1)
Q’(")=( 1.!2/1!) =12

ni =2, nj =0, ns =2,

2+0+2)
Q’(")=( 2.!0.!2!) =6

La probabilidad de observar E; en la primera dis-
tribucion es 3 /12 = ;7 y en la segunda distribu-
cion es 3/6 = 3, mientras que la probabilidad ge-
neral es 3

A 1x12+2x6_i

n_1
1246 3 X 3
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En general la probabilidad requerida para obser-
var un estado cudntico dado E;j en un sistema arbi-
trario del conjunto candnico es

donde n; (n) es el valor de n; en la distribucion n.
La sumatoria es sobre todas las distribuciones que
satisfacen las ecuaciones (1 - 80) y (1 - 81). Por
supuesto, por definicion, 2; P; = 1.

Un célculo directo de la suma de la (1 - 82)
cuando N es muy grande es imposible. Sin embar-
go al ser X muy grande, se puede demostrar’ que
solo el término maximo contribuye efectivamente
a la suma. En consecuencia se puede tomar para
Q el término mayor en lugar de la suma, con lo
que el problema se reduce a calcular el valor
maximo de la funcion

NI
II.n.!

J

Q,(n)=

Por comodidad operatoria, haremos los céalcu-
los utilizando In Q; que por ser funcién mondtona
de Q;, tendra sus maximos coincidentes con los

de esta:
=InXNI- Zlnn !

Dado que X es muy grande, podemos utilizar
la aproximacion de Stirling para el célculo de fac-
toriales

an

In¥!=%(In¥ -1)

ant(n)E XinX -ﬁ-anlnnj+an

7 Esta demostracion no es inmediata. Su desarrollo puede
verse en Rushbrooke, G.S., Introduction To Satistical Me-
chanics. Oxford Univ. Press (1960). Pag. 334 al 347

y como

I

j
an,(n)E NinX -anlnnj
Jj

como la probabilidad P; = n;/N podemos escribir
n-:
nQ,n)=NinX-XY Linn, =
25
- NInX -ﬁZPj m(xp,)
j

Desarrollando In (NP;) y sabiendo que }; P; =1

—-NZP nP,

Esta expresion Vlncula el nimero de estados del
supersistema formado por N sistemas réplicas
del sistema cerrado real con el estado cudntico
mas probable y de acuerdo con la (1 - 81) debe ser
proporcional a la energia media del supersistema.
Por lo tanto podemos escribir

an

-ﬁZlenPjoCEt (1 - 84)
J

Tendremos que postular una constante de propor-
cionalidad para transformar la (1 - 84) en una
igualdad. Observamos que si bien los sistemas
que forman el supersistema tienen distintos valo-
res de energia, se encuentran todos a la misma
temperatura T. Siendo T una propiedad “no meca-
nica” comun a todos que se mantiene constante
elegimos como constante de proporcionalidad a la
propiedad mecanica 3 dada porla(1-72)y

nQ,(n)= -gaZP nP, =BE,

_Et
“%T (1-85)

B

Haciendo E, /T = S, y reordenando
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S, =k, InQ,(n)

El valor de la propiedad S del sistema se ob-
tiene dividiendo S/ N

S =k, InQ(n) (1-86)
donde hemos reemplazado el nimero de estados
del supersistema €, (n) por el nimero de estados
del sistema Q(n)

La funcién S se llama entropia légica o en-
tropia matematica del sistema en estudio. Tiene
las mismas dimensiones que la entropia termo-
dindmica y los resultados experimentales mues-
tran total coincidencia entre los valores numéricos
correspondientes a las variaciones de ambas en-
tropias. Debido a ello se las suele identificar bajo
el nombre genérico de entropia.

Mientras que la entropia termodindmica se de-
fine por dS = (8¢/T)rev, por lo que sdlo se pueden
establecer variaciones de esa funcion, la entropia
logica al definirse por la (1 - 86) permite estable-
cer valores absolutos de la misma. Tales valores
se estiman hoy en dia a partir de medidas espec-
troscopicas que reflejan los estados cuanticos de
las particulas constituyentes de los sistemas.

Otra manera de expresar la entropia logica en
funcion de la probabilidad de encontrar al sistema
en un estado de energia E; para el cual la probabi-
lidad es P;j, se obtiene combinando la (1 - 86) con
la (1 - 85) para un solo sistema

S=—kBZEInE

(1-87)

1 -7. Funciones termodinamicas en térmi-
nos de la funcion de particion

Al derivar la (1 - 76) respecto de la temperatu-
ra a volumen constante

¥ Si bien los valores E; de las energias que se obtienen a
partir de la ecuacion de Schrodinger son independientes de
la temperatura, pueden serlo del volumen

k T2 ZE E;/ipr

o0
oT ),
de donde

(1-88)

k T2[ ) ZE E;/ipr

Observamos que, de la ecuacion (1 - 77)

=Ei/igr

=QP

Por consiguiente

kTZ(ZQJ ZEQP QZEP (1-89)

De acuerdo con la (1 - 78) la sumatoria de la
(1 - 89) es la energia interna U. Encontramos en-
tonces que

5
~ g \aT),

La (1 - 90) establece la relacion entre la energ-
ia interna del sistema y la funcion de particion.

Para encontrar la relacion entre la entropia y
la funcién de particion, tomamos logaritmos en la
(1-76)

(1-90)

InP =—

B

Reemplazando esta expresion en la ecuacion (1 -
87)

s=—k323[——kE;—an} -
? B
S - > PE-mQ) P
kBT i i

COl’nOZi Pi=1 yZi PiEi =U
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U
S="+kyInQ

Combinando este resultado con la (1 - 90)

s=kB—T(a—Qj +kyInQ
0 \or),

Ssz{T(aéLTQJVH"Q} (1-91)

Problema 1.2.

Dos sistemas son idénticos en todos sus as-
pectos excepto que en uno de ellos las moléculas
son distinguibles y en el otro no lo son. Calcule la
diferencia entre sus entropias molares.

Solucion

La expresion de la entropia en términos de la
funcion de particion es

S = k,{T(agLTQJV +an]

para moléculas distinguibles

InQ=Nlngq

Sy =kgN T(Mj +Ing
or ),

Para moléculas indistinguibles

ImQ=NlIng—NIn N+ N

S, =k,N T(alﬂ) +ing—InN +1
or ),

Por lo tanto
Sdis _Sindis =NkB(ln N+ 1)

Para 1 mol N = 6,022 x 10 mol™ y kg =1,3806
x 102 JK"! de donde

Nkg= 8,3145 J K mol’’

S ais — Sinais = 8,3145[ (In 6,022 x 10*) — 1]
=446,9 J K" morl'

La capacidad calorifica a volumen constante
de un sistema es

o (%)
or ),

Derivando la (1 -90) respecto de la temperatu-
ra a volumen constante

B 0'InQ olnQ
CV—kBT{T[ P JV+2( T ] (1-92)

La funcién de trabajo esta definida por A= U
- TSluego, a partirde la (1 -90) y la (1 - 91)

Asz_Tz(a_Q] _kB_TZ(a_QJ +k, TInQ
0 \oT), 0 \orT),

A=-k;TinQ (1-93)

La expresion del Primer Principio para una
transformacion infinitesimal, reversible en la que

no hay trabajo util es

dU =TdS — pdV

Profesor: Dr. Miguel Katz
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Si, ademas, la transformacion es isotérmica

(GUJ [asj
v ), v ),
y

[as) (avj
p:T— —_ —
o), \av),

=T[kBT 0’0 +k3(6anJ }_kBTZ 9’0

Q oTovV ov Q oToV
olnQ
p=kBT( P jT (1-94)

La funcioén de estado entalpia esta definida por
H = U + pV. Por lo tanto, a partir de la (1 -90) y
la (1-94)

kT’ [a_Qj +kBTV(aanJ
Q \or), v ),

O sea

H=kBT{T(aanJ +V[61LQJ } (1-
or ), \ov ),

95)

La funcion de estado energia libre esta defini-
da por G = H —TS Por lo tanto, a partir de la (1 -
95)yla(1-91)

G=kBT[T(6anJ +V(6anj }—
T ), v ),
41| 1(22€) +ino]

G= kBT[V(aanJ —In Q}
v ),

(1-96)

Las ecuaciones (1 - 90) a (1 - 96) vinculan las
propiedades termodindmicas con la funcion de
particion Q. Esta tultima esta relacionada con los
niveles energéticos del sistema. A su vez, los ni-
veles energéticos del sistema estan relacionados
con los niveles de energia de las particulas (&to-
mos, iones o moléculas) que forman el sistema.
En consecuencia, si encontramos las expresiones
que den la funcidn de particion en funcién de las
energias de las moléculas habremos encontrado el
nexo entre las propiedades macroscopicas del sis-
tema y sus propiedades moleculares.

Problema 1.3

Utilizando la funciéon de particion, establecer
expresiones para S Ay G para un gas monoato-
mico en funcién de M, V y T. Calctlense estas
funciones para un mol de argén a 1 atm y 298,15
K yalatmy 1000 K.

Solucion:

S = k,{T(aénTQJV +an}

Como para el gas ideal monoatémico

3/2
2nmk , T
an=Nln(nZ—23) V-NInN+N
que se puede reordenar

an=N%lnT+Nan+%Nlnm+

3 2nk,

+—-Nlin —Nin N+ N
2 h?

Por lo tanto

(6anJ _3N T(aanJ _3N
or ), 21> \or ), 2
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S=i,M3mremvedmm3m®™e _pnia] Y
2 2 h
3
+EkBN

A=, S 3NN 30 NT_sT
k, 2| 2

Como se trata de 1 mol de argobn N = Na ; kgNa=
R y V=RT/py m= M/Na A4 _3_ 8

Nk, T 2 Nk,

S 3mremv 3 M 3 2™ N 1142
R 2 N, 2 h 2

=ZlnT+an+3ln £+éln 21k,

5
: T3
N, 2N, 2 B 2 Gok,T V(aan) o
ov ),

Como la masa de una molécula de argén sera
el cociente entre la su masa molar (M) y el niume-

ro de Avogadro (a In Q) N
5 3 3 ov ), V
+ J—

> +—InM+—InT+InV
N ,h 2 2 2

Siendo

s 3
—=—In
R 2

€S

-23
3, 2mk, =;ln[ 2x3,1416x1,3806x 10 ]=70’86 G=kyNT—kgNIn Q=A+kyNT

2 6,022x10% x[6,62x107

Para 1 mol de argon (M =39,948) a 298,15 K

y 101325 Pay siendo V=RT/p
70,86 + 2,5 = 73,36

s 3 3 %= 73,36+%ln 39,948+%ln 298,15+
E=73,36+EIHM+EII1T+IMV n8,314><298,15
101325
La funcion de trabajo A es
S = 83,738 x 8,314 J/K mol = 696,2 J/K mol
A=-k,TInQ
Para 1 mol de argén a 298,15 y 1 atm, la fun-
Como

cion de trabajo A

A S 83,738
Ssz[T[aanj +an} —=T(§——)=298,15x(§— )
oT ), 2 R

2 8314
=—2555
es

A =-2555 x 8,314 J/K mol = - 21,242 kJ/ K mol
k, 2

Profesor: Dr. Miguel Katz
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G=A+RT = —21242L+ 8,314 J
mol

x 298,15 K
mol

=-18,76 k—J
mol

Para un mol de argén a 1000 Ky 1 atm

8,314x1000

5 =73,36+ 2ln 39,948 + gln 1000+ /n
R 2 2 101325

= 86,753

S = 86,753 x 8,314 J/K mol = 721,26 J/K mol

A_1{2-2 = 1000x] 23673
R (2 R

=—-8935
2 8,314

A = -8935 x 8,314 J/K mol = -74,285 kJ/K mol

G=A+RT= —74285L + 8,314
mol

x1000 K

mol K

=-65,972 ﬂ
mol

1 -9. Funcion de particion molecular

Supongamos que nuestro sistema en estudio
esta formado por un numero N de particulas y que
en un instante dado su energia sea E;. Esta energia
serd la resultante de sumar las energias individua-
les de todas las particulas €;, €3, ..., ex mas la
energia debida a la interaccion entre ellas, que
podemos denotar con W. De este modo podemos
escribir

Ei=g1+6t+.tent+W (1-97)
Las interacciones entre las particulas podran
ser de cualquier intensidad e inclusive, como en el

caso del gas ideal, nulas. Se puede demostrar que
para un sistema de N particulas indistinguibles

que no interaccionen entre si, la relacion entre la
funcion de particion del sistema y la funcion de
particion de las particulas es

1 5
Q—qu

(1-98)

en la que la funcion de particion de las particulas

ges
—&;/ kT
i

En esta tltima sumatoria estan incluidos todos los
estados cuanticos de las particulas. Se la denomi-
na, en general, funcién de particiébn molecular.
Para explicitar que puede haber g; estados cuanti-
cos degenerados, la (1 -99) se suele escribir

_ —e,/ kT
q= 8:€
i

Tomando logaritmos en la (1 - 98)

(1-99)

(1 -100)

InQ=-InN!+Nlngq
Aplicando la aproximacion de Stirling
InN!~NInN-N

InQ=NlIngq -NInN+N (1-101)
Esta es la relacion que vincula a Q con . Reem-
plazando In Q por su equivalente (1 - 101) en las
ecuaciones (1 - 90) a (1 - 96) se obtienen todas las
propiedades termodindmicas macroscopicas de un
sistema en funcién de la distribucion de las energ-

ias de las particulas que lo forman.

1 - 10. Potencial quimico de un componente
en una mezcla gaseosa ideal

Un caso sencillo de vinculaciéon de una pro-
piedad macroscdpica de un sistema con la funcion
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de particion molecular lo constituye el potencial
quimico de un componente en una mezcla gaseosa
ideal

El potencial quimico de un componente i en
cualquier mezcla se define como

. [6_6]
"\ on, .

Expresion en la que n; es el nimero de moles del
componente | en la mezcla. Se puede demostrar
que para gases ideales dGpt = dAyt. En conse-
cuencia, para una mezcla gaseosa ideal podemos
escribir

. [6_AJ
l 6ni V,T,N

El nimero de moles n; estd dado por la relacion
entre el numero de moléculas del componente N;
y el nimero de Avogadro Ny, nj = Ni/Ny . Luego

0A
n; = NO[@TJ
iJv,r,N

Consideremos una mezcla gaseosa ideal for-
mada por Na moléculas del componente Ay Ng
moléculas del componente B. En este caso, la
funcion de particion Q del sistema de la (1 -98)
debera escribirse

0= 11" 45’
N,IN,!

ImQ=NyIlnqq4+Nplnqp—In Ny!—In Ng!

Aplicando la aproximacion de Stirling, INN! ~N
INN—-N

In Q: NAlnqA +NBlnq3 -NAlnNA +NA -NBlnNB +
Ng

Derivando respecto a Naa V, Ty N constantes

[aan

q.4
=lng,—InN, —1+1=In -2
a]VA )V,TN h ! [N )

A

W, = NO[:]‘;J = —NOkBTLZI;QJ -
A/J)v,T,N 4 Jyv,T,N

q
=—- NOkBT ln[]\;‘}

A

y como Nokg = R, la constante universal de los
gases

q
W, =-— RTI,{N_AJ

A

(1-102)

Esta ecuacion vincula el potencial quimico de un
componente en una mezcla gaseosa ideal con la
funcién de particion por molécula.

1 -11. La funciéon de particion de un gas
monoatémico

En esta seccion trataremos de explicitar la
funcién de particion para un gas monoatémico.
Este es el caso mas sencillo debido a que, si des-
preciamos los efectos del campo gravitatorio, y de
la interaccion entre las particulas’, las moléculas
monoatdmicas poseen unicamente energia trasla-
cional, electronica y nuclear. Siendo los nucleos
altamente estables, la energia nuclear es despre-
ciable frente a la electrénica. La contribucion de
esta ultima a las propiedades del sistema es solo
importante en las condiciones proximas a la ioni-
zacion. De modo que si el gas se encuentra lejos
de estas condiciones podemos considerar que los
atomos del mismo solo poseen energia de trasla-
cion. Si llamamos €; a la energia de traslacion de
un atomo podemos escribirla en funcion de las
energias de cada componente del movimiento

? Es decir, si el gas se comporta idealmente.

Profesor: Dr.
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8t= 8x+8y+ 8z

Dado que estas energias son aditivas, la funcion
de particion traslacional g; puede expresarse co-
mo un producto de tres factores:

qt = qxq9: (1-103)

Podemos considerar que cada atomo gaseoso
en el recinto que lo contiene se comporta como
una particula en una caja. Para simplificar el ra-
zonamiento supondremos que el 4&tomo se mueve
unicamente en una direccion X pudiendo recorrer,
en esa direccion, todo el ancho de la caja, que
identificaremos con Ly. Tal como se demuestra al
tratar el problema de la particula en una caja, los
distintos valores de energia que puede tener el
atomo en esas condiciones estan dados por

27.2
n°h

E =
* 8mL’

m=1,2,3,.) (1-109

También hemos visto que a medida que au-
menta el tamafio de la caja el espaciamiento entre
los niveles de energia se va achicando hasta que
se hace imposible distinguirlos mediante los
métodos de observacion usuales. Por ello escoge-
remos un nuevo conjunto de niveles de energia,
los separaremos en bandas de ancho de y consi-
deraremos que todos los Qi niveles de energia
comprendidos entre € y & + dg; tienen todos la
misma energia g; . Esto es, ese nivel de energia
tiene una degeneracion gi. Sobre esta base, y de
acuerdo con la ecuacion (1 - 100), podemos escri-
bir

—&;/ kT
q.= Zg,-e (1-105)

Para calcular gi debemos calcular el espacia-
miento entre dos niveles consecutivos mediante la
(1-104)

2 2

Si n se muy grande, entonces 2N+ 1 = 2n.
De la (1 - 104) tenemos

2

n* = hzx x2meg
y
1/2
2n = 8L, [me
h 2

Por lo tanto

8L ( me V2o he)”
8n+l - 8n = TN 2 =715
h \ 2 8mL. L. \2m

El nimero de estados de energia degenerados g
que se encuentran en un intervalo de energia de se
obtiene dividiendo el intervalo de por el espacia-
miento entre los niveles €xt1 - €n

de Lx(Zm)m
g=——="|—| de
€. —¢ h\ €

n+l1 n

Reemplazando el valor de g en la funcion de
particion y cambiando la sumatoria por la integral

par los valores de € entre 0 e o en la ecuacion (1 -
105)

o 1/2
q, =I &(Z_m) e " dg
o h €

Haciendo y* = ¢/kgT resulta de = 2kgTydy .
Reemplazando este valor en la (1 - 106)

(1-106)

q. = %(kaBT)l/z I e dy

0

De la tabla de integrales se obtiene que

© ) 1
e dy=—n""?
jﬂ Y3

De aqui encontramos que
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De manera analoga, si las dimensiones de la caja
en las direcciones Yy zson Lyy L,

q,= %(ankBT)l/2 q,= %(ZﬂikaT)l/z

De acuerdo con la (1 - 103) la funcion de par-
ticion traslacional Q; sera el producto de las fun-
ciones en las tres direcciones y como LyLyL, =V,
el volumen de la caja

2amk T 32
‘I,=(TBJ 4

(1-107)

Hemos visto que la (1 - 101) es la relacién que
vincula a Q con g. Podemos ahora explicitarla re-
emplazando en ella g; por su equivalente de la (1
-107)

InQ=NlIngq, -NInN+N

3/2
2mumk , T
an=Nln(nZ—zB) V-NInN+N
(1-108)

Las ecuaciones (1 - 90) a (1 - 96) vinculan las
propiedades termodinamicas con la funcion de
particiéon Q. De modo que combinando cualquiera
de ellas con la (1 - 108) obtenemos los valores de
las propiedades termodinamicas macroscopicas de
un gas ideal monoatémico en funcion de las pro-
piedades moleculares del mismo. A modo de
ejemplo, calculemos la energia interna de N
moléculas de gas ideal monoatdmico.

La energia interna vendra dada por

5
Q0 \or),

=kBT2(aanj

(1 - 90)

oT

Derivando la (1 - 108) respecto de la tempera-
tura a volumen constante

8inQ\ 3N
or ), " a1 (1-109)
y
U=3k,NT
2

Si en particular, la cantidad de gas ideal es un
mol, el nimero de moléculas es el nimero de
Avogadro, cuyo producto por Kg es la constante R
y la energia interna molar es

UM=%RT (1 -110)

Valor que coincide con el encontrado, mediante la
teoria cinética del gas ideal monoatomico, para la
energia cinética media de dicho gas.

E =

RT (1-19)

N | W

La capacidad calorifica a volumen constante
del gas ideal monoatémico es

CV=kBT[T(azln2QJ +2(a’"QJ }(1-92)
or? ), or ),

A partir del resultado de la (1 - 109)

*'InQ) 3N
or* ), 2T

Por lo tanto

C,==k,N
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Si en particular, la cantidad de gas ideal es un
mol, el nimero de moléculas es el nimero de
Avogadro, cuyo producto por Kg es la constante R
y la capacidad calorifica molar es

(1-111)

Valor que coincide con el calculado a partir de la
teoria cinética y con los experimentos.

Derivando la (1 - 108) respecto del volumen
a temperatura constante

(6anJ _N
v ), v

Hemos visto que la presion viene dada por

(1 -112)

olnQ
=k,T 1-94
D=k ( PY% jT ( )
por lo tanto
k,NT

Para un mol de gas ideal, el nimero de molé-
culas es el nimero de Avogadro y el volumen es
el volumen molar VM. De aqui se tiene

pV" =RT (1- 113)

Que es la ecuacion de estado del gas ideal.

1-12. Funcion de particion de vibracion
Si las particulas que componen el sistema so6lo

presentan movimiento vibracional, las energias
permitidas estan dadas por

1
80=hv0(0+EJ v=0,1,2,..,

donde vy es la frecuencia natural del oscilador.
Usando este valor de la energia la funcion de par-
ticidn molecular de vibracién toma la forma

@

q, = z :e—su/kBT _ z :e_(D+l/2)hv0/kBT

v=0

En esta sumatoria se incluyen todos los valores de
v desde cero hasta infinito. Haciendo

—hvy/ kT
e 0/ Kp

=)
qD=y1/2iyo=y1/2(1+y+y2+”‘)
v=0

Como (1 +y+V+y' +..)=1/(1-Y)

1/2

“=1,

—hvy/2kgT
e 0 B

(1-114)

9, = 1— oo ksl

La relacion hvo/kg tiene las dimensiones de
una temperatura y, como se trata de valores cons-
tantes para cada oscilador se la llama temperatura
caracteristica del oscilador, 0,

La temperatura caracteristica de una sustancia
es del orden de los 300 K y la frecuencia de vibra-
cion suele ser del orden de 10" 5™

Expresada en términos de la temperatura ca-
racteristica la (1 - 114) presenta la forma

-0/2T
e

To=1_ o

(1-115)

Cuando la temperatura del oscilador es muy
alta respecto de 0, es decir cuando T>>60
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q. —> e NP 722, Zz kT
> "1-[1-6/T+--] "0 0 hv,
(1-116)

A una temperatura lo suficientemente baja
respecto de T, T << 0, cada oscilador se encuen-
tra en su estado fundamental y

-0/2T

qo=e (1-117)

1 -13. Funcion de particion y capacidad ca-
lorifica de un sélido monoatémico.

En un sélido monoatoémico los atomos sélo
pueden vibrar alrededor de su posicion de equili-
brio. En estos solidos, la funcion de particion
puede expresarse como el producto de las funcio-
nes de particion de sus dtomos constituyentes y un
factor exponencial que incluye la energia de inter-
accion W entre los 4tomos.

0=¢"™8"q,4:2q3 qn

(1-118)
Cada uno de los atomos del sdlido tiene tres gra-
dos de libertad vibracionales. De modo que la
funciéon de particion de cada atomo podra expre-
sarse como el producto de tres funciones de parti-
cion vibracionales. Siendo N el numero de ato-
mos, Q contendré un producto de 3N funciones de
particion

_ _ -W/NkgT
0= =¢""B qu1qu2qv3 - qu3N

(1-
119)

Como para cada funcién de particion habra
una frecuencia natural v para el solido habra 3N
frecuencias naturales. Analizaremos primero qué
ocurre con la funcion de particion total a tempera-
turas lo suficientemente altas respecto de la tem-
peratura caracteristica. Tomando logaritmos en la
(1-119)

%
nQ=—
nQ==

T+lnqul +inqg, +Ilng ,+---+Inq ;.
B

(1 -120)

Como en este caso T >>0, de acuerdo con la
(1-116)

0
Ing =————In0+InT 1 -121
9 =" ( )

Derivando la (1 - 121) respecto de la tempera-
tura a volumen constante

Olng, 0 1
= + —
or ), 2T* T

La ecuacion (1 - 90) nos da la relacion entre la
energia interna y la funcidén de particion. Como
cada atomo solo tiene energia de vibracion,
Uy, podemos identificar esta energia con su energ-
ia interna. De modo que podemos expresar la re-
lacion entre la energia interna y la funcion de par-
ticion de cada atomo del cristal mediante la ecua-
cion

u k.94,
v oT ),

(1-122)

(1-123)

Combinando esta ecuacion con la (1 - 122)

1 1
u, = EkBe+kBT = Ehv0 +k, 7 (1-124)

En la ecuacion (1 - 120) Q es la funcion de
particién de la energia total del solido, el primer
término del segundo miembro se debe a la contri-
bucion que hacen las interacciones entre los ato-
mos a la energia total del solido y cada uno de los
siguientes términos involucran las funciones de
particiéon de cada uno de los 4tomos. En conse-
cuencia podemos escribir para la energia total del
solido

3N
U=W+) u,

v=1
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que, de acuerdo con la (1 - 124) toma la forma
3N 1 3N
U= W+ZEhv0i + >k, T
i=1 i=1

Para un sélido dado W es constante. Lo mis-
mo ocurre con las sumatorias de todas las energ-
ias del punto cero de todos los atomos. Luego,
podemos englobar a los dos primeros términos del
segundo miembro bajo una constante U,. El ter-
cer término del segundo miembro es 3kgNT y

U=U,+3 kgNT (1-125)

Derivando la (1 - 125) respecto de la tempera-
tura a volumen constante

(5_’]] —C, =3k, N
or ),

Para el caso en que el numero de atomos sea
el nimero de Avogadro, tendremos la capacidad
calorifica molar a volumen constante

C) =3R (1-126)

que concuerda perfectamente con la regla estable-
cida en 1819 por Pierre Louis Dulong (1781 -
1838) y Alexis Thérése Petit (1791 — 1820)

La (1 - 126) es adecuada cuando la temperatu-
ra es lo suficientemente alta respecto de la tempe-
ratura caracteristica. Sin embargo, a medida que
la temperatura se acerca a la caracteristica, el va-
lor de la capacidad calorifica molar es cada vez
menor que 3R. Para poder explicar el los valores
de la capacidad calorifica a temperaturas modera-
das o bajas, Einstein propuso que las 3N frecuen-
cias naturales tienen el mismo valor ve. En este
caso, la funcidn de particion (1 - 98) toma la for-
ma

Q — e—W/NkBTq3N (1 _ 127)

v

donde q, tiene la forma dada por la ecuacion (1 -
114) para la cual la frecuencia natural es ve. El
modelo de Einstein concuerda bastante bien con
los valores experimentales de capacidades calori-
ficas a temperaturas intermedias y altas pero pre-
dice valores demasiados pequefios para tempera-
turas bajas.

Petrus Debye propuso la existencia de una
distribucion continua de frecuencias que van des-
de v= 0 hasta v = v, la frecuencia vibracional
maxima. A partir de esta suposicion se encuentra

)xzdx
1

En esta ecuacion ¢(0) es el potencial que genera
cada atomo en el estado fundamental. X = hv/kgT
y U=hv/ksT. Sobre esta base, cuando la tempera-
tura tiende a cero

U=N<p(0)+9Nk33T J‘ x, X
2 u o\ 2 e —

3
12Nk, z*( T
C, > il [ ] cuando (1-128)
0,
T—0
hv,,
®, =
y D K

Op se llama temperatura de Debye. Para altas
temperaturas la ecuacion de Debye

3u

C, >3Nk,| 4—-
g B[ 1+u+---—1

) — 3Nk, cuando

T—

1 -14. La funcion de particion rotacional

La energia rotacional para una molécula lineal
rigida viene dada por

1 2
E,.=J(J+ )
‘ 21
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conJ=0,1, 2,3, .. EnlaqueJes el nimero
cuantico rotacional e | es el momento de inercia.

Como la componente del momento angular en
una direccién puede tomar valores 0, + 1, £ 2, ...,
+ J. Por consiguiente habra 2J + 1 orientaciones
del vector momento angular, esto es, habrd una
degeneracion g; = 2J + 1. La funcién de particion
rotacional

—Ej/ksT
q-= 8i€
i

— Z(ZJ_I_ lk—J(JH)hZ/ZIkBT

i

(1-129)

Se define temperatura rotacional caracteristica
0 por
h2
0, =
21k,

(1-130)

entonces

4 = Z(2J+1¥—J(J+l)0r/T

i

(1-131)

A partir de esta ecuacion y de la (1 - 92) se en-
cuentra

2
Cy ooy = NK, T 2 olng, | 2 1”2"’
or ), or* ),

(1-132)

Se ha podido resolver la (1 -132) para diver-
sos casos. Cuando T>>0, las moléculas lineales
no simétricas, por ejemplo, las moléculas diato-
micas heteronucleares:

T

‘Ir:e_

r

(1-133)

Para moléculas diatdbmicas homonucleares en
las mismas condiciones

T

=3,

r

(1-134)

1 - 15. La funcién de particion electrénica

Para la funcion de particion electronica pode-
mos escribir

4. =D 8. """
' (1-135)

&,1/kgT €,2/ kgT

= 8a€ +8..€ T
Sacando factor comin el primer término de
esta sumatoria

q — g le—szl/kBT|:1+ gez e—(eﬂz—eel)/kBT + i|
e e
gel

Para la mayoria de los 4&tomos y moléculas el
salto cudntico de energia entre el primer y el se-
gundo estado electrénico es considerable. Por
ejemplo, para el atomo de hidrogeno a 300 K es
de 1,08936 x 107'"® J con lo que el exponente de e
es tan bajo que hace que el segundo término del
paréntesis y los siguientes sean despreciables
frente a 1. De esta manera

g, =gae " (1-136)

Para atomos, la degeneracion esta vinculada al
momento angular total. El momento angular total
viene dado por el nimero cuéntico total J = L +
S Los niveles degenerados debido al momento
angular total son

g.=2J+1 (1-137)
Para moléculas la degeneracion es
g.=2Q+1 (1 -138)

donde Q es el nimero cuantico para el momento
angular total de la molécula. Por ejemplo, para el
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atomo de fluor el simbolo del término para el es-
tado fundamental es * P3.,. El subindice representa
el valor de J, esto es J = 3/2, de manera que Qe =
2 x3/2 +1=4.Para moléculas, el nimero cuan-
tico magnético total resulta de sumar el niimero
cuantico magnético orbital de la molécula (1) y el
numero cuantico total de espin (X): Q=A+X.
Para la inmensa mayoria de las moléculas que
cumplen con la regla del octeto, Q = 0, por lo que
ge = 1. El oxigeno es una excepcion, para estas
moléculas Q = 1 y ge = 3. Las moléculas con
nimero impar de electrones, como las de NO y
NO, tienen valores de QQ # 0.

Cuando se requiere usar la expresion (1 - 136)
para el calculo de las funciones de particion de las
sustancias actuantes en una reaccion quimica que
alcanza el equilibrio quimico, se escoge una
energia de referencia para todas las especies invo-
lucradas en la reaccion a la que se le asigna valor
cero. Convencionalmente se le asigna valor cero a
la energia de una molécula aislada (es decir, en el
estado gaseoso) a 0 K.

En el diagrama de la Figura 1 - 8 se ilustran los
niveles de energia para una molécula diatémica en
funcién de la distancia internuclear.

El minimo de la curva, indicada con - D, en el
diagrama, corresponde a los dos 4tomos en unidos
a la distancia de equilibrio Ry en sus estados de
menor energia supuesto que la distancia entre
ellos permanece fija.

o ——

Figura 1 - 8. Energias electronicas de una molécu-
la diatémica

Si bien, microscopicamente, la distancia in-
ternuclear se considera constante, los atomos vi-
bran alrededor de la posicion de equilibrio y al
vibrar alrededor de esa posicion se comportan
como un oscilador armoénico de modo que atn en
su estado fundamental, su energia no es nula. La
energia del oscilador armoénico en el estado de
menor energia es ¥ hv,. Por consiguiente el ori-
gen de la energia vibracional de la molécula esta
¥ hv por encima del valor minimo. Para disociar
esa molécula se requerira el suministro externo de
una energia igual a - D, + % hv. Llamando D, a
esa energia de disociacion tendremos

-Dy=-D,+ % hv, (1-139)

En general, una molécula puede tener mas de un
grado de libertad vibracional, por lo que conviene
escribir la (1 -139) como

1
-D,=-D, +ZEhV0 (1 - 140)

En esta expresion g.; = -De es la energia del pri-
mer estado electronico de la molécula y Dy es la
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energia requerida para que en una molécula A,B,
se verifique

ABy = xA (g) +yB(g)

a 0 K. Se han tabulado los valores de D para una
gran variedad de sustancias. Calculando la fre-
cuencia natural de las mismas puede obtenerse el
valor de D¢ recurriendo al a (1 - 102). Si la molé-
cula es poliatdmica y tiene varios movimientos
vibracionales independientes, conviene combinar
el producto de las funciones de particion electro-
nica y vibracional. Para q,Qe se tiene, a partir de
las ecuaciones (1 -115) y (1-136)

e 8/
_ —€,/ kT
qoqe - H -0./T gele e
i1—e
En esta expresion, 0; = hv;/Kg.
Siendo
o /27 ->8;/2T
IIe™ =e !
1
resulta
-y'6. /2T
e ! —€,/ kgT
— el B
quqe - 1__[ 1 _ e_ei /T gele

—[e“+2%hv0i]/kBT
— gele i N
(1 -e'")

i

Dy /kyT

gele

“mi-eo7) (1-141)

Problema 1.4.

Calcular las contribuciones a las funciones
termodinamicas U, H, S Ay G de la traslacion,
rotacion y vibracion a 1 atm y 298,15 K para el
N, . Datos: 6,= 3340 K; 6, = 2,86 K re=109,5

pm Do = 15,637 x 10" J. Comparar con los valo-
res a 1000 K.

Solucion:

U=k TZ(—a ’”Q)
= \eor ),

La funcién de particion vibracional es

-0/2T
e

qD=W

Tomando logaritmos

Inq, =—%—ln(l—e_°”)

Por lo tanto

Olng, 0
= +
or ), 2T?

La contribucion de la vibracion a la energia inter-
na de cada molécula serd

-0/T
u, = kBTZ(al”%j - k3(9+ ee—}
Vv

e e—e/T

F 1—e 7

oT 2 1-¢¥T

—3340/ 298,15
e
—3340/298,15
1-¢

=1,3806x10% [@ + 3340 x

=2,30567x107*J
Para 1 mol de gas a 298,15 K

U,=u,N,=2,30567x10" x 6,022 x10%
=13884,7 J / mol

Si la temperatura es de 1000 K

—3340/1000
u, =1,3806x10-23[¥+3340x . ¢ j

—3340/1000
—e

=2,47501x10"*J
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U,=u,N ,=2,47501x6,022x10%
J

=14904,5 —
mol

La contribucion de la traslacion a la energia
interna de cada molécula se obtiene suponiendo
que la molécula solo tiene energia traslacional

—3340/1000
e
—3340/1000
|

u, =1,3806x 10'%@ +3340x

=2,47501x10"*J

U, =kBT2[616n—TqT)
14

La funcién de particion traslacional de una
molécula es

3/2
=(2nkaT) y

9

h2

tomando logaritmos

Ing, = %ln(—znkaT]V

n?
y
() 2
y
u, =%kBT

Para un mol a 298,15 K

U =uN , = %RT = %x 8,314x 298,15
= 3718,2L
mol

Para un mol a 1000 K

U=uN =§RT=§x8,314x1000=12471i
! ) 2 mol

La contribucion de la rotacion a la energia in-
terna de cada molécula se obtiene suponiendo que
la molécula sélo tiene energia rotacional

La funcion de particion rotacional de la molé-

cula es

tomando logaritmos

Ing, =InT—-1In20,

de donde
Olng, 1
oT ), T
u, kBTZ(al”qu —k,T
oTr ),

Para un mol a 298,15 K

U ,=uN,=RT =8,314x298,15= 2481,7L
mol
Para un mol a 1000 K
J
U =uN,=RT=8,314x1000=8314——
mol

La contribucion de la vibracion a la entalpia
de cada molécula se obtiene suponiendo que la
molécula sélo tiene energia vibracional. Mas arri-
ba hemos visto que

Olng, 0
= +
or ), 2T’

e e—(')/T

F 1—e 97
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La contribucion a la entalpia de la energia de
vibracion de una molécula sera

b=k, T T(M) +V(6l"_qo)
or ), v ),

En el movimiento vibratorio armonico, el va-
lor medio del volumen permanece constante.
Luego

Olng, _0
v ),
0 0 %7
hD = kBT|:T(F+FW}:|

e e—O/T
:kB(E-F OW = MD

e

Para un mol a 298,15 K

J
H =uN,=U, 6 =13884,7 —
mol
Para un mol a 1000 K
J
H =u N, =U, 6 =14904,5—
mol

La contribucion de la traslacion a la entalpia
de cada molécula se obtiene suponiendo que la
molécula solo tiene energia traslacional

n=k,7|7{ 24| [ OImna,
or ), ov ),

La funcidon de particion traslacional de una
molécula es

3/2
_ [2nkaTj v

9

hZ

tomando logaritmos

2nmk , T
lnq,=§ln nm—ZB 14
2 h

Olng, _l
ov ), V

3 5
ht :kBT|:E+1i|:EkBT

Para un mol a 298,15 K

H,=hN , = ; x1,3806x 10" x 6,022 x 10 x 298,15
= 6197,0L
mol

Para un mol a 1000 K
H,=hN,

- §x1,3806x10"23 % 6,022 10% mol~ x1000

= 20785,0L
mol

La contribucion de la rotacion a la entalpia de
cada molécula se obtiene suponiendo que la
molécula solo tiene energia rotacional

La funcion de particion rotacional de la molé-
cula

tomando logaritmos

Ing, =InT—1In20

r

de donde

Profesor: Dr. Miguel Katz



280 UNIDAD III - TERMODINAMICA ESTADISTICA

Olng, ) _ 1 Olng, _0
or ), T ov ),
y La contribucion de la vibracion a la energia
libre de cada molécula sera
( Olngq, J B
o ) =k Ti+ln 1-e%7
gu B 2T ( )

Luego, encontramos que H, = U;. Por lo tanto:
De modo que para una molécula a 298,15 K

Para un mol a 298,15 K

2, =1,3806x10% 29&15[ 340 - e_334°/298’15):|

H. =2481,7 J 2x298,15
mol =2,30559x107"J
Para un mol a 1000 K y para un mol
H, =8314 J G, =g,N,=2,30559J x6,022x10" mol™"
mol J
=13884,3—
mol

La energia libre se expresa por

3 olnQ)\
G—kBT{V( o jr an}

Para una molécula a 1000 K

g, =1,3806x 1072 x 1000|: 3340 4 ln(l _ ¢3340/1000 ):|

2x1000
Si suponemos que la molécula tiene Unica- —2,30559%107J
mente energia de vibracion, su energia libre sera y para un mol
al = — 23 —
g, = kBT[V(ﬂ] —In q0i| G, =g,N, =2,2558x6,022x10
' = 13584,4L
mol

La funcién de particion vibracional es
La contribucién de la traslacién a la energia
e libre de cada molécula se obtiene suponiendo que
1= 1—e®T la molécula solo tiene energia traslacional
Si suponemos que la molécula tiene unica-

Tomando logaritmos mente energia de traslacion, su energia libre serd

0 —0/T Olng,
Ing,=——-In(1- =k,T|\V|——| —In
ngq, o7 n( e ) 8 =HKg v ). 4
Por lo tanto La funcién de particion traslacional de una

molécula es



DEPARTAMENTO DE QUIMICA -

CATEDRA DE QUIMICA FiSICA 281

3/2
2amk , T
"’z[ hZBJ g

tomando logaritmos

3. (2mmk,T
Ing, == =2~ v
"2 ( i j

Olng,) _ 1
ov ). v

Reemplazando
2nmk , T
g, = kBT[l - %ln(mZ—ZBJV}

Para 1 mol a 298,15 Ky 1 atm, V= RT/p vy
siendo M = 28,0134 es m = M/Np = 4,652 x10°
gramos

G =gN,=RT 1- 3 —anfBT RT
2 h P
—_192949,8J

Para 1 mol a 1000 Ky 1 atm
G, =gN,=RT|1-> 1| 27"ksT | RT
2 h )
=—-677344,4J

1-16. Orto y para - hidrogeno

La funciéon de onda total, ¥, de la molécula de
hidrogeno es el producto de las funciones de onda
para todas las formas de movimiento de la molé-
cula. Por lo que

Y= ‘Pel ‘Prot ‘Pvib‘P

nucl

(1-142)

En esta expresion, ¥, es la funciéon de onda

electronica, W, es la funcion de onda rotacional,

rot

¥ ., es la funcion de onda vibracional y ¥, , es

Vi n
la funcidon de onda del espin nuclear. El Principio
de exclusion de Pauli requiere que la funcion de
onda sea antisimétrica para el intercambio de dos
particulas idénticas cualesquiera. Esto es, si se
intercambian los protones entre los dos atomos la
funcion total debe cambiar de signo. Las funcio-
nesW,y%¥,, son simétricas respecto del inter-

cambio de los nucleos. En consecuencia, el pro-
ducto de las funciones ¥, , ¥, , debe ser anti-

nucl

simétrico. Esta condicion la cumplen dos tipos
diferentes de hidrogeno: el orto-hidrégeno (o-Hj)
— para el cual la funcion de onda rotacional es
simétrica'® y la funcion de espin nuclear es anti-
simétrica — y el para-hidrégeno (p-H,) — para
el cual la funcion de onda rotacional es antisimé-
trica'' y la funcion de espin nuclear es simétrica.

El nimero cuantico de espin nuclear para el
proton es 2. Como en la molécula hay dos proto-
nes, segun la combinacion de las funciones de
espin nuclear, la funcidn resultante puede surgir
de la suma o de la resta de esos nlimeros de espin.
En el caso de la suma, el valor 1 de la misma da
lugar a 3 valores distintos del nlimero cudntico
para el momento angular nuclear (- 1, 0 y 1). En
el caso de la resta ese valor es uno solo. De aqui
se deduce que, en ausencia de cualquier otra in-
fluencia, cuando los 4tomos de hidrogeno se
combinan dan 0-H, y p-H, en una relacion de 3 a
1, ya que hay 3 funciones de onda para el momen-
to magnético nuclear simétricas y una asimétrica.
Efectivamente, esta relacion de 3 a 1 se observa
experimentalmente a altas temperaturas.

La funcién de particion rotacional para el p-
H> es

q. (para)= Z(2J+ 1)g—J(J+1)e,/T

J=par (1-143)
-3 27 +1 —J(J+1)8, /T
9, (orto) Z( +1)e (- 144)

1% Esto se da cuando el nimero cuantico rotacional J es par
" Esto se da cuando el namero cuéntico rotacional J es im-
par
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Parael 0-H, a0 K, J=1 de modo que 2J + 1
= 3, habra pues tres estados rotacionales para cada
estado nuclear. Como hay tres valores para el
momento magnético nuclear total son posibles 9
combinaciones diferentes, esto es hay 9 estados
cuanticos diferentes. De no mediar influencias
exteriores 74 de la cantidad total de moléculas de
H, tienen la configuracién de 0-H, y sus 9 esta-
dos cuanticos tienen una distribucion uniforme.
En cambio, parael p-H,, a0 K, J=0y2J+1=1.
Hay un solo estado rotacional y un solo estado de
espin nuclear, de manera que solo hay un tunico
estado cuéntico disponible para la molécula de p-
H,. Por lo tanto, en el 0 K, atin teniendo H, nor-
mal, formando un cristal perfecto, el mismo no se
puede considerar una ‘“sustancia pura” sino una
mezcla de % partes de 0-H, distribuido unifor-
memente en sus 9 estados cuanticos diferentes y
1/4 de p-H,. Entonces la entropia de ese cristal de
hidrégeno no sera cero, ya que debe considerarse
que hay una entropia residual, la entropia de mez-
cla. La termodindmica suministra una relacion
para el célculo de la entropia de mezcla. Esa ex-
presion es

ASmrzzcla = _Rznt lnx: (1 - 145)

En la que R es la constante universal de los gases,
n; el nimero de moles del componente i en la
mezcla y y; su fraccion molar,

Si consideramos un mol de H, normal en el 0
K, la fraccion molar de cada estado cuantico de O-
H, sera

La fraccion molar del p- H, sera

1
—mol
4

Luego, la entropia de mezcla sera

AS,,..=—R Ll 3wl -20r
4 4 4 12

J

mol K

Como el espin nuclear de cada atomo puede
orientarse de 2 maneras diferentes esto provee una
entropia de mezcla de R In 2 por cada mol de
nucleo, es decir, 2 R In 2 por mol de moléculas.
Como esta contribucion a la entropia persiste cua-
lesquiera sean los cambios, no se toma como par-
te de la entropia residual sino que se la debe restar
a la entropia de mezcla calculada anteriormente.
Con lo que la entropia residual del hidrogeno
normal en el cero absoluto es 18,38 -2 RIn2 =
6,8 J/mol K. El valor experimental es 6,2 J/mol K
lo que muestra buena concordancia con los valo-
res calculados.

=18,38
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Problemas propuestos:

1. 1. Calcular la proporcion de moléculas en
sus estados vibracionales fundamental, pri-
mer excitado y segundo excitado a 25°C. El
namero de onda vibracional es 214,5 cm.
R: po=0,645 p;=0,229 p,=0,081

1. 2. Calcular la diferencia de energias entre
el estado basal y el primer estado excitado de
un electron que interactua con dos dtomos si-
tuados a una distancia promedio de 1,43 x
10° m Suponga que la trayectoria del
electron es rectilinea. mMe = 0,9109 x
10" kg.

1. 3. Calcular la funcién de particion trasla-
cional a 25 °C de una molécula de H, ence-
rrada en un recipiente de 100 cnT. M=
3.346 x 107" kg. R: q=2,77 x 10*°

1. 4. La entropia molar de un gas monoatdémi-
co ideal puede obtenerse mediante la ecua-
cion de Sackur — Tetrode

3/2
SM = Rln MV +§R
NAh 2

Siendo mla masa de un atomo. Calcular la
entropia molar del argon a 25 °C y 1 bar
(m=39,95 uma)

1. 5. La separacion internuclear en la molécu-
la de hidrégeno es 0,074 nm. Calcular la fun-
cion de particion rotacional molecular a 300
K. R: gr=1,707

1. 6. Obtenga una expresion para la presion p
en términos de la funcion de particiéon mole-
cular q para a) moléculas diferenciables y b)
para moléculas no diferenciables. Exprese los
resultados en términos del nimero de moles
de sustancia.

1.7. La distancia internuclear en el N, es
0,1095 Determine la funcion de particion ro-
tacional molecular ¢, para el N, a 300 K.

1. 8. La molécula de CO tiene un momento de
inercia de 1,45 x 10 kg n? y su frecuencia
vibracional es 6,50 x 10" s'. Calcular las
contribuciones traslacional, rotacional y vi-
bracional a la entropia molar del CO a 25 °C
y presion de 1 atm.
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